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  دوم: گراففصل 

 درس اول: معرفی گراف 

توان توسط نموداری متشکل از یک مجموعه نقاط و خطوطی در دنیای اطراف ما، وضعیت های فراوانی وجود دارند که می

که برخی از این نقاط را به یک دیگر متصل می کنند، توصیف کرد. به عنوان مثال در بعضی نقشه های بین شهری برای 

ی جاده ای، از نموداری استفاده می کنند که در آن، نقاط بیانگر شهر ها و خطوط بیانگر جاده نشان دادن یک شبکه ارتباط

های بین شهرهاست. به این ساختار که شامل تعدادی نقطه و خطوطی است که این نقاط را به یکدیگر متصل می کنند، 

 شود.گراف گفته می

,c و dشهرهای   b, a  شهر را در نظر بگیرید به طوری که ازa  به شهرهایb  وc  و از شهر هایb   وc  به شهر

d :جاده موجود باشد، گراف این چهار شهر به صورت مقابل می باشد 

ab

dc 

قسمت تقسیم می کرد که با هفت پل به هم مرتبط بودند. ساکنان در پیاده  4رودخانه شهر کونیگسبرگ، این شهر را به 

د در روزهای تعطیل سعی می کردند مسیری بیابند که پیاده روی را از نقطه ای در شهر شروع کنند و از روی طولانی خو

تمامی پل ها فقط یکبار بگذرند و دوباره به نقطه شروع باز گردند اما هیچ کس موفق به انجام آن نمی شد و این سوال که 

 اهالی این شهر را به خود مشغول کرده بود.آیا این کار امکان پذیر است یا نه، سال ها ذهن برخی از 

پلی که آن ها را به هم متصل می کرد را رسم کرد و با  3قسمت شهر و  4لئوناردو اویلر، گراف مربوط به  1371در سال 

استفاده از استدلال ثابت کرد که این کار امکان پذیر نیست زیرا بیان داشت که این عمل فقط در صورتی امکان پذیر است 

 که تعداد پل های متصل به هر قسمت شهر، زوج باشد و با حل این مسئله نظریه گراف ها را بنیان گذاشت.
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  دوم: گرافل فص

به نقاطی که در یک گراف وجود دارند به اصطلاح رأس و به خطوطی که این رأس ها را به هم متصل می کنند،  

 شود.یال گفته می

,eج تیم به نام های فرض کنید پن  d, c, b, a  باید دو به دو با هم بازی کنند. برخی از بازی ها انجام شده است و

 نتایج زیر بدست آمده است:

,eتیم های  aتیم  c, b   را برده است. تیمb  از تیم هایa  وd  شکست خورده است. تیمc  تیم هایd  وe  را برده است

 شکست خورده است. cرا برده است و از تیم  eو  bهای  تیم dشکست خورده است. تیم  aو از تیم 

می توانیم وضعیت تیم ها را به صورت یک گراف رسم کنیم، به طوری که به ازای هر تیم یک نقطه در نظر بگیریم و دو 

وضعیت را این  G1نقطه را به هم وصل کنیم اگر و تنها اگر تیم های مربوط به آن نقاط با هم بازی کرده باشند. گراف 

پاره خط های جهت  G7مربوط به بازی هایی است که هنوز انجام نشده است. در گراف  G1نشان میدهد. همچنین گراف 

 ، گراف جهت دار گفته میشود. G7دار از برنده به سوی بازنده رسم شده است که به گراف 

a

b e

dc
G3

a

b e

dc
G2

a

b e

dc
G1 

 گراف ساده

مجموعه یال های گراف می باشند و  Eمجموعه رئوس و  Vتشکیل شده است که  Eو  Vمجموعه  یک گراف ساده از دو

,G(Vبه صورت  E)  شود.نمایش داده می 

 عبارتند از: Eو  Vبه صورت مقابل می باشد که در آن دو مجموعه  Gگراف  

a b

c d

 ه چند تعریف و قرارداد مهم وجود دارد که عبارتند از:در گراف ساد

 

V(G) = {a,b, c, d}  , E(G) = {ab, ac, ad}
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  دوم: گراففصل 

 1- در مجموعهE دو عضو ،ba و ab  یکی هستند. به عبارت بهتر یالی که دو رأسa  وb  را در گراف ساده به هم

 نامیده می شود. baیا  abمتصل می کند 

 1-  به تعداد رأس های یک گراف نیز مرتبه گراف گفته می شود و آن را باp یش میدهند. به طور مثال اگر چهار نما

pاست. ) 4رأس وجود دارد مرتبه گراف برابر  = 4) 

 7-  به تعداد یال های گراف نیز اندازه گراف گفته میشود و آن را باq  نمایش می دهند. بطور مثال اگر در گرافی سه

qاست. ) 7یال وجود دارد، اندازه گراف برابر  = 7) 

 4- گوییم.شوند را دو رأس مجاور )همسایه( میبه هم متصل می دو رأس که به وسیله یک یال 

 5- گوییم.اگر دو یال یه یک رأس متصل باشند آن دو یال را مجاور می 

 1-  مجموعه تمام رأس هایی از گرافG  که با رأسv  مجاورند را مجموعه همسایه های باز رأسv  در گرافG 

NG(a)به طور مثال در گراف قبل نمایش می دهیم. NG(v)میگوییم و آن را با  = {b, c, d}  می باشد. با اضافه

نمایش میدهیم.  NG[v]به دست می آید و آن را با  v، مجموعه همسایه های بسته رأس  NG(v)به vکردن رأس 

NG[a]به طور مثال در گراف قبل  = {a, b, c, d} .می باشد 

 ی جواب این سؤال، ابتدا به گراف شکل مقابل دقت کنید.برا سوال مهم: آیا همه گراف ها ساده می باشند؟

d

a c

b G1 

 با چند اصطلاح مهم آشنا می شویم که عبارتند از: 𝐆𝟏در گراف 

 1-  دو یالی که بین دو رأسa و b گوییم.وجود دارند را یال های موازی می 

 1-  در رأسc شود. یکی است که به اصطلاح به این یال، طوقه گفته می یالی وجود دارد که ابتدا و انتهایش

 کند.به عبارت دیگر طوقه یالی است که یک رأس را به خودش متصل می

 7-  رأسd  با هیچ رأسی مجاور نیست یا به عبارت دیگر هیچ یالی به رأسd  متصل نیست به همین جهت

 منفرد یا ایزوله گفته می شود.، رأسdبه رأس 

 4- بین دو رأس  یالی کهb  وc  قرار دارد، دارای جهت می باشد یعنی یال از رأسb شود و به شروع می

 شود.گفت. به این یال، یال جهت دار گفته می cbاست و نمی توان به آن  bcختم میشود و نام آن  cرأس 

 دار می باشد، گراف ساده نیست.و اما جواب سوال، گرافی که دارای یال های موازی یا طوقه یا یال جهت                
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 (degreeدرجۀ رأس ها در گراف )

نمایش می  d(v)یا  deg(v)را با  vتعداد یال هایی که به یک رأس متصل است را درجۀ آن رأس می گوییم. درجۀ رأس 

 دهیم.

 در گراف شکل مقابل داریم: 

deg(a) = 7 deg(b) = 4 deg(c) = 1
deg(d) = 1 deg(e) = 1 deg(f) = 1

 

d

a b

c f

e

 

 در تعریف درجات رئوس یک گراف چند قرارداد و اصطلاح مهم وجود دارد که عبارتند از: 

 1- گوییم هر گاه درجۀ آن یک رأس را فرد می گوئیم هر گاه درجۀ آن رأس عددی فرد باشد و یک رأس را زوج می

  رأس عددی زوج باشد.

 1-  دلتای بزرگ( نمایش  ∆گوئیم و آن را با می بزرگترین عدد را ماکسیمم درجهرئوس یک گراف، در بین درجات(

 )دلتای کوچک( نمایش می دهیم. δگوئیم و آن را با می چنین کوچکترین عدد را مینیمم درجهدهیم، هممی

qدر گراف قبل به تعداد یال ها دقت کنید ) = …و e(، اگر رئوس 3 , v1را با  a وb و … , v1 , v1  نمایش دهیم، ملاحظه

می شود که جمع درجات دو برابر تعداد یال هاست و به عبارت بهتر می توان نوشت  i

i

deg v q



6

1

، به دلیل این 2

شمرده می شود و  eهم در درجۀ رأس  و  bهم در درجۀ رأس  beکه هر یال دو بار شمرده می شود، به عنوان مثال یال 

 اً این عمل برای تمام یال ها اتفاق می افتد. دقیق

,G(Vدر هر گراف ساده   E) مجموع درجات رئوس دو برابر تعداد یال هاست. به عبارت بهتر برای                      

V = {v1, v1, … , vn} :داریم                       
n

i

i

deg v q



1

2 
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  دوم: گراففصل 

 ثابت کنید اگر .1
1𝑞

𝑝
𝛿 میانگین درجات رئوس گراف باشد، در این صورت  ≤

1𝑞

𝑝
≤  می باشد. ∆

 قرار دارد. بنابراین داریم: ∆و  𝛿حل: می دانیم درجۀ هر رأس گراف، بین 

𝛿 ≤ 𝑑𝑒𝑔(𝑣𝑖) ≤ ∆ ⇒∑𝛿 ≤∑𝑑𝑒𝑔(𝑣𝑖) ≤∑∆ ⇒

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

𝑝𝛿 ≤ 2𝑞 ≤ 𝑝∆ ⇒ 𝛿 ≤
2𝑞
𝑝
≤ ∆  

 

و یک رأس  6رأس درجۀ 2رأس درجۀ سه،  4رأس درجۀ یک،  2رأس است که دارای  9ی دارا Gگراف  .2

 است. این گراف چند یال دارد؟ 8درجۀ 

 

 

 

 

 در هر گراف ساده تعداد رئوس فرد، عددی زوج است. 

 می دانیم ضرب یک عدد زوج در یک عدد زوج و ضرب یک عدد فرد در یک عدد زوج، عددی زوج می باشد و از طرفی

ضرب عددی فرد در عددی فرد برابر عددی فرد می شود. بنابراین اگر تعداد رئوس فرد، فرد باشد و تعداد رئوس زوج هر 

فرد)          عدد دلخواهی مد نظر قرار گیرد، داریم: × (فرد + زوج) × (هر عددی زوج یا فرد = +فرد زوج =  فرد

 اد رئوس فرد نمی تواند فرد باشد.می باشد که عددی زوج است، پس تعد  1𝑞درحالی که جمع درجات 

باشد. در  Gمجموعه همه رئوس زوجِ گراف  Bو  Gرئوسِ فردِ گراف  مجموعۀ همۀ Aیک گراف و  Gاثبات: فرض کنیم 

این صورت داریم 
v V(G) v A v B

deg(v) deg(v) deg(v)
  

     . از طرفی
v V(G)

deg(v)


  و
v B

deg(v)


  .زوج اند

بنابراین )چرا؟( 
v A

deg(v)


 دهد که نیز عددی زوج است و این نتیجه میn(A)  .عددی زوج است 
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  دوم: گرافل فص

رأس دارد تعداد رأس های زوج عددی .... و تعداد رأس های فرد عددی ...... است. 16در گرافی که  .3

 (68سری ریاضی )سرا           

 زوج –زوج ( 4  فرد –زوج ( 3  زوج –فرد ( 2  فرد –فرد ( 1

 

 

رأس از  x، 3، سه رأس از درجۀ 2است، دو رأس از درجۀ 13که اندازه آن برابر 8از مرتبه  Gدر گراف  .4

1𝑦. وجود دارد 5رأس از درجۀ  yو  4درجۀ  − 𝑥 کدام است؟ 

 1( 4   صفر( 3   -1( 2   1( 1

 

 

 

 

 رأس حداکثر چند یال دارد؟ 5یک گراف ساده با  .5

رأس، حداکثر یال را داشته باشد باید تمام رئوس آن به هم متصل باشند. میدانیم که برای به وجود  5گراف ساده با حل: اگر بخواهیم یک 

رأس موجود را  5رأس از  2آمدن یک یال دو رأس لازم است بنابراین اگر بخواهیم تمام یال های ممکن را به وجود آوریم، کافی است 

)انتخاب کنیم که 
5
2) =  یال وجود دارد. 11رأس حداکثر  5شود. بنابراین در گرافی ساده با تلف میحالت مخ 11

 گراف کامل

)رأس، گراف کامل بیشترین تعداد ممکن یال را داراست که همان  pدر بین گراف های ساده با 
𝑝
1) =

𝑝(𝑝−1)

1
یال می 

نمایش می دهیم. شکل  𝐾𝑝را با  pکامل مرتبه  باشد. به عبارت دیگر در گراف کامل تمام رئوس با یکدیگر مجاورند. گراف

 های مقابل همگی گراف کامل می باشند.

K2 K3 K4 
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  دوم: گراففصل 

𝑝درجۀ تمام رئوس برابر  𝐾𝑝در گراف کامل   −  است زیرا هر رأس با بقیه رئوس مجاور است. 1

 گراف تهی

را  pاشد، به عبارت بهتر تمامی رئوس منفرد باشند. گراف تهی مرتبه رأس باشد اما هیچ یالی نداشته ب pگرافی که دارای 

 نمایش میدهیم. شکل های مقابل همگی گراف تهی می باشند. 𝐾𝑝به 

K5K4K3 

)رأس حداکثر تعداد یال ها برابر  pدر یک گراف با  
𝑝
1) =

𝑝(𝑝−1)

1
است و  𝐾𝑝است که متعلق به گراف کامل  

 داریم: qرأس و اندازه  pاست. بنابراین در گرافی با  𝐾𝑝حداقل تعداد یال ها برابر صفر است که متعلق به گراف تهی 

                  0 ≤ 𝑞 ≤
𝑝(𝑝−1)

1
 

 

 در کدام یک از گراف های کامل زیر، تعداد رئوس نصف تعداد یال هاست؟ .6

1 )𝐾1   2 )𝐾3   3 )𝐾5   4 )𝐾1 

 

 

 

 یال، گرافی که کمترین تعداد رئوس را داراست از کدام مرتبه است؟ 52در میان گراف های ساده با  .7

1 )9   2 )10   3 )11   4 )11 
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  دوم: گرافل فص

=∆ از مرتبه Gدر گراف ساده  .8  است. این گراف حداکثر چند یال دارد؟  15 ، 3

1 )105   2 )104   3 )57    4 )51 

 درست است 4پاسخ:گزینه 

𝑝باشند، از آن جایی که  ∆یک گراف هنگامی بیشترین تعداد یال را دارد که همه رئوس از درجۀ  = =∆ و 15 می باشد، این عمل  7

=∆راس از درجۀ  14امکان پذیر نیست چون تعداد رئوس فرد، عددی فرد می شود. پس بهتر است که  باشد زیرا  6و یک راس از درجۀ  7

 می باشد. داریم: 6، عدد 7از  ماکسیمم درجۀ بعد

∑𝑑𝑒𝑔(𝑣𝑖) = 2𝑞

15

𝑖=1

 ⇒ 2𝑞 = (14 × 7) + (1 × 6) ⇒ 2𝑞 = 114 ⇒ 𝑞 = 52 

 

 باشند. این گراف حداکثر چند یال دارد؟می 2، دو راس دارای درجۀ 8از مرتبه Gدر گراف ساده  .9

1 )13   2 )11   3 )19   4 )10 

 

 

 

 دارد؟ 6کثر چند راس درجۀ یال دارد، این گراف حدا 21یک گراف ساده   .11

1 )7   2 )4   3 )5   4 )1 

 درست است. 3پاسخ: گزینه 

یال داشته باشد تا گراف اصطلاحاً فشرده  21باید گرافی را مد نظر قرار دهیم که کمترین راس را با  6برای به دست آوردن حداکثر راس درجۀ 

)دارای  7شود. می دانیم که گراف کامل مرتبه 
7
2) = ( می باشد، حال باید 6,6,6,6,6,6,6ال است و درجات آن به صورت )ی 21

 21شود، پس با ( تبدیل می6,6,6,6,6,5,5یک یال را حذف کنیم، بنابراین دوتا از رئوس یک عدد از درجاتشان کم میشود و درجات به )

 داریم.  6راس درجۀ  5یال حداکثر 
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 گراف های یکریخت

𝐸(𝐺1)باشند، هرگاه مسان میه 𝐺1و  𝐺1دو گراف  = 𝐸(𝐺1)و𝑉(𝐺1) = 𝑉(𝐺1) ،بنابراین اگر دوگراف همسان باشند .

 توان آن ها را با نمودارهای یکسانی نمایش داد. به طور مثال گراف های مقابل همسان می باشند: می

a b

dc

a b a

b d

c

a

b c

d
e

f g

h

G H 

را در نظر  Hو  Gاهمسان، نمودارهای یکسانی داشته باشند، به طور مثال دوگراف اما این امکان وجود دارد که دو گراف ن

 بگیرید، دقیقاً یکسان به نظر میرسند با این تفاوت که رئوس و یال ها، اسامی متفاوتی دارند.

 همسان نیستند ولی یکریختند. Hو  Gدر حقیقت گراف های 

ور های برابر رسید. به طه جا کردن نام رئوس به دو مجموعه رئوس و یالگوئیم که بتوان با جا بگراف هایی را یکریخت می

  داریم: Hبرای  dبه  h و  cبه  gو  bبه  fو  aبه  eبا تغییر اسم  Hو  Gمثال برای دو گراف 

             𝑉(𝐺) = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}   ,   𝐸(𝐺) = {𝑎𝑏, 𝑏𝑐, 𝑐𝑑}                     

𝑉(𝐻) = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}    ,   𝐸(𝐻) = {𝑎𝑏, 𝑏𝑐, 𝑐𝑑} 

 

 نشان دهید دو گراف زیر با هم یکریختند.  .11

 

 .شود که دو گراف یکریختندحل: اگر دو گراف را به صورت زیر نام گذاری کنیم، ملاحظه می

a

b

d

c

e

f

g

a

b

d

c

e

f

g

 

d c
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 ند.نشان دهید دو گراف مقابل با هم یکریخت نیست  .12

 

شویم که این دو دارای ساختار یکسانی با هم برابرند اما با کمی دقت متوجه می 4و  3، 2حل: هر چند که این دو گراف از نظر تعداد درجات 

 توان آن ها را به صورتی نامگذاری کرد که دقیقاً بر روی هم منطبق شوند.نمی باشند و عملاً نمی

 

 د گراف های ساده با رئوس نام گذاری شدهتعدا

𝒗چند گراف ساده با مجموعه رئوس   .13 = {𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅} وجود دارد؟ 

)راس نام گذاری شده باشد، حداکثر دارای  4حل: گرافی که دارای 
4
2) = یال خواهد بود. در گراف های مختلف هر  6

حالت  2یال موجود است که برای هر کدام  6شند، بنابراین یک از یال ها ممکن است وجود داشته باشند یا وجود نداشته با

26وجود دارد که تعداد کل گراف ها برابر  =  تا می شود. 64

 

)1راس نام گذاری شده برابر  nتعداد گراف های ساده با  
𝑛
 می باشد. (1

 

𝑽چند گراف ساده با مجموعه رئوس   .14 = {𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅}  وجود دارد؟ 1با اندازه 

 

 

 
 

𝑽چند گراف ساده با مجموعه رئوس  .15 = {𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅}  که: یال باشند در صورتی 3وجود دارد که شامل 

 وجود نداشته باشد؟ acوجود داشته باشد و یال  adیال، یال  3الف( در بین این 

 وجود داشته باشند؟ bc و abیال، یال های  3ب( در بین این 
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𝑽چند گراف ساده با مجموعه رئوس  .16 = {𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅}  وجود دارد  به طوری که یالbd  را شامل شود و

cd را نداشته باشد؟ 

 

 

 

 

𝑽چند گراف ساده با مجموعه رئوس  .17 = {𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅} های وجود دارند به طوری که حداقل یکی از یال

ab   وcd را دارا باشد؟ 

1 )41   2 )51   3 )51   4 )10 

 

 

 

𝑽چند گراف ساده با مجموعه رئوس  .18 = {𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅, 𝒆} وجود دارند که 𝑑𝑒𝑔(𝑎) =  باشد؟ 7

1 )191  2 )714  3 )14   4 )151 

 

 

 

 

 تعداد گراف های ساده با رئوس نام گذاری نشده

 وجود دارد؟ 4چند نوع گراف ساده از مرتبه  .19

ن آن ها، گراف های ر بیحل: چون در این نوع گراف، رئوس مشخص نیستند بنابراین باید گراف هایی را انتخاب کنیم د

 یکریخت وجود نداشته باشد، پس به صورت زیر عمل می کنیم:
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 حالت، زیرا همگی یک ریخت اند. 1

q  4

q  2

q 0

و

و

حالت 1

حالت 2

حالت 2
q  5

q  3

q 1

حالت 1

و و

و و

حالت 1

حالت 3

q  6

و

 

 وجود دارد که رئوس آن ها نام گذاری نشده اند. 4گراف ساده از مرتبه  11پس در کل 

 دنباله درجات رئوس گراف

 گوییم.به آن دنباله درجات رئوس گراف میرا به صورت نزولی بنویسیم، دنباله ای به دست می آید که اگر درجات رئوس گراف 

𝑑𝑒𝑔(𝑒)و  7 =  می باشد، داریم: 1

⇒ دنباله درجات رئوس گراف (4,7,7,1,1,1) 

a b

c

de

f

 

 

,3,3,5) دنباله درجات یک گراف به صورت .21 𝑦, 𝑥, 1𝑥 باشد، 17می باشد، اگر اندازه آن   (7,7,1 + 𝑦  را

 بیابید.

 

 

 

 

 

 

𝑑𝑒𝑔(𝑐) = 𝑑𝑒𝑔(𝑓) = 1 , 𝑑𝑒𝑔(𝑏) = 4 , 𝑑𝑒𝑔(𝑎) = 𝑑𝑒𝑔(𝑑)  در گراف مقابل از آن جایی که    =
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 کدام یک از گزینه های زیر می تواند دنباله درجات رئوس یک گراف ساده باشد؟ .21

1 )(4،7،7،1،1)  2 )(1،5،7،7،1,1)  3 )(5،7،7،1،1،0)  4 )(4،4،1،1،1) 

 نمی تواند باشد زیرا تعداد رئوس فرد، عددی فرد است. ( 1گزینه ) درست است. 4پاسخ: گزینه 

>∆نمی تواند باشد زیرا در گراف های ساده ( 2گزینه ) 𝑝 .می باشد 

=∆نمی تواند باشد زیرا ( 3گزینه ) 𝛿است و با بقیه رئوس مجاور است پس  p-1، بنابراین یکی از رئوس از درجۀ p=6و  5 ≥  باشد.می 1

 

 دنباله درجات رئوس آن به کدام یک از صورت های زیر می تواند باشد؟ 6در یک گراف ساده از مرتبه   .22

 (68)سراسری ریاضی                          

1 )(5،4،7،1،1،0)   2 )(5،4،7،1،1،1) 

3 )(5،4،7،1،1،1)   4 )(5،4،7،7،1،1) 

 درست است. 4اسخ گزینه پ

𝛿است بنابراین  p-1نمی تواند باشد زیرا یکی از رئوس از درجۀ ( 1گزینه ) ≥ 1. 

 نمی تواند باشد زیرا تعداد رئوس فرد، عددی فرد است.( 2گزینه )

 

 برای تشخیص دنباله درجات گراف های ساده باید شروط زیر را در نظر گرفت که عبارت اند از: 

 تعداد رئوس فرد باید عددی زوج باشد. -1

𝑝درجۀ  nی که در صورت -1 − 𝛿موجود باشد، در این صورت  1 ≥ 𝑛 .می باشد 

 باشند. pدرجۀ تمام رئوس باید کوچکتر از  -7

𝛿باشد و  1داشته باشیم فقط یک رأس می تواند دارای درجۀ  p-1و  p-1در صورتی که درجات  -4 ≥ 1. 

ان از رأس های درجۀ صفر صرفه در هر گراف ساده حداقل دو رأس با درجۀ برابر وجود دارد. همچنین می تو -5

>∆رأس درجۀ صفر داشته باشد در این صورت   kنظر کرد. به عبارت بهتر اگر گرافی  𝑝 − 𝑘 .است 

 

𝛿 می شود اما نمی تواند تعداد درجات 𝛿، بیش از یکی باشد.  ≥  نیز به همه غیر از یکی متصل است پس باز هم 1

𝛿 می شود و درجۀ دیگر   ≥ 𝑝 داریم، یعنی یکی از رئوس با بقیه مجاور است و 1 − 𝑝 و 2 − گزینه )3( نمیتواند باشد زیرا درجۀ 1
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 حکیمی برای تشخیص دنباله گرافی –الگوریتم هاول 

 دنباله هایی وجود دارند که همه شروط نکته قبل را دارا می باشند اما دنباله گرافی نیستند، برای تشخیص

توسط  1911توسط هاول )اهل جمهوری چک( و بعد ها در سال  1955دنباله گرافی، الگوریتمی در سال 

هرت حکیمی ش –سیف الله لوئیس حکیمی )اهل ایران( منتشر شد که در نظریه گراف به الگوریتم هاول 

 یافت و روش کار آن به صورت زیر است:

 1- دازه آن، جملات بعد از آن را جدا کرده و از هر کدام بزرگترین جمله دنباله را حذف کرده و به ان

 یک واحد کم کنیم.

 1-  را اجرا میکنیم. این کار را مجدداً تکرار  1باز هم دنباله را به صورت نزولی مرتب می کنیم و دستور

 می کنیم تا به دنباله ای برسیم که همه جملات آن صفر است.

 –جمله بعد از آن در اجرای دستور اول هاول  aباشد، در صورتی که در  aاگر فرض کنیم بزرگترین جمله دنباله  

 حکیمی به جمله صفر برسیم، این دنباله گرافی نمی باشد.

 

 دنباله درجات یک گراف ساده است؟ (،4،4،3،2،2،1،1،1) آیا دنباله .23

 

 

 

 

 دنباله درجات یک گراف ساده است؟( 5،5،4،4،2,2) آیا دنباله  .24

 

 

 

 4حکیمی را با استفاده از گراف ها در مراحل مختلف متذکر می شویم. به دنباله درجات گزینه  –ریتم هاول مفهوم الگو

حکیمی را پیش  –مربوط به این دنباله است و به وسیله شکل، مراحل الگوریتم هاول  𝐺1دقت کنید. گراف  11تست 

 میبریم.

1

2
3

G1
G2

G3 G4
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ظر با دنبالۀ درجاتی قابل رسم می باشد اگر و فقط اگر بقیۀ گراف ها در مراحل بعد قابل رسم باشند. بنابراین گراف متنا

 پس اگر بقیۀ گراف ها قابل رسم نباشد گراف اولیه هم قابل رسم نخواهد بود.

 ظمگراف منت

 فی که درجۀ هر یک از رئوساگر همۀ رئوس گرافی دارای درجۀ یکسانی باشند به آن گراف، گراف منتظم می گوئیم. به گرا

 منتظم می گوئیم. -kباشد، یک گراف  kآن برابر 

4صفر منتظم مرتبه  5دو منتظم مرتبه   1سه منتظم مرتبه 

 

 یال است. درجۀ هر رأس این گراف را بیابید. 61دارای  15یک گراف منتظم مرتبۀ   .25

 

 

 

 یال است. این گراف چند رأس دارد؟ 44منتظم دارای  -8یک گراف  .26

 

 

 

𝑟𝑝داریم  pمنتظم مرتبۀ  - rدر یک گراف   = 1𝑞 از طرفی .r  وp .هم زمان نمی توانند فرد باشند 

  وجود ندارد زیرا تعداد رئوس فرد، عددی فرد نمی تواند باشد. 5منتظم مرتبۀ  -7گراف  

گراف از دارد به طوری که تعداد رئوس این  وجود pمنتظم مرتبۀ  -3در گراف  pچند مقدار برای   .27

 باشد؟بزرگتر ن 11

1 )7                       2 )1                        3 )4                        4 )5 
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 گراف های زیر نشان می دهند که گرافی منتظم می تواند انواع مختلفی داشته باشد.

 8سه منتظم مرتبه 8سه منتظم مرتبه 10سه منتظم مرتبه 10سه منتظم مرتبه 

 

 وجود دارد؟ 11منتظم مرتبۀ  -2چند گراف   .28

را دو و  11یا همان تعداد رئوس می تواند فرد باشد. از طرفی می توان گراف مرتبۀ  pمنتظم است بنابراین  -2گراف  حل: از آن جایی که

 سه جزئی رسم کرد.

 می توان رسم کرد. 11منتظم مرتبۀ  -2گراف  5بنابراین 

 

 است؟ 52زة آن برابر کدام گزینه نمی تواند مرتبۀ گراف منتظمی باشد که اندا  .29

1 )51                       2 )17                        3 )11                       4 )11 

 

  

 

𝑞 باشد به طوری که qو اندازة  pمنتظم از مرتبۀ  -4یک گراف  Gاگر   .31 = 𝑝1 − 1𝑝 +  Gبه گراف ، 11

 اضافه کنیم تا گراف کامل شود؟ Gاف منتظم شود و چند یال به گر -5چند یال اضافه کنیم تا 

 3 -نشدنی( 4                 3 -7( 3                 14 -نشدنی( 2                 14 -7( 1
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 زیر گراف

𝑉(𝐻)می گوییم هرگاه  Gرا زیر گراف  Hگراف  ⊆ 𝑉(𝐺)  و𝐸(𝐻) ⊆ 𝐸(𝐺)  باشد. به عبارت دیگر اگر مجموعۀ

زیر مجموعه ای از مجموعۀ یال  Hو مجموعۀ یال های گراف  Gی از مجموعۀ رئوس گراف زیر مجموعه ا Hرئوس گراف 

 می گوییم. Gرا زیر گراف  Hباشد، در این صورت گراف  Gهای گراف 

 می باشند. Gزیر گراف هایی از گراف  𝐺1و  𝐺1گراف های  

G1 G2G 

 

 رأسی دارد؟ pباشد، این گراف چند زیر گراف یال می  9رأسی دارای  pگرافی  .31

حالت امکان پذیر است.  2یال وجود دارد و هر کدام می توانند در زیر گراف باشند یا نباشند، برای هر یال  9حل: از آنجایی که در این گراف 

29بنابراین این گراف دارای  =  باشد.رأسی می pزیر گراف  512

 

 مکمل گراف ساده

نباشد و آن را  G، گرافی است که یال های آن در گراف کامل همان مرتبه موجود باشد اما در گراف Gسادة مکمل گراف 

 نمایش می دهیم. به طور مثال به دو گراف مقابل دقت توجه کنید: 𝐺𝑐یا  𝐺̅با 

G G

a

b

c d

e

a

b

c d

e

 

 ن صورت مکمل آن چند یال دارد؟باشد، در ای 9دارای اندازة  7اگر گرافی ساده از مرتبۀ   .32
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و مکمل آن برابر یال های گراف  Gباشد، در این صورت مجموع یال های گراف  pاز مرتبۀ  Gاگر گراف سادة  

𝐾𝑝  یا همان گراف کامل مرتبۀp  .می باشد      𝑞(𝐺) + 𝑞(𝐺̅) = (𝑝1) 

      برابر 𝑣1درجۀ رأس  𝐺̅باشد، در گراف  aدارای درجۀ  pاز مرتبۀ  Gدر گراف سادة  𝑣1همچنین اگر رأس دلخواه 

 𝑝 − 1 − 𝑎 .می باشد 

𝑑𝑒𝑔(𝑣1𝐺) + 𝑑𝑒𝑔(𝑣1𝐺̅) = 𝑝 − 1 

 

 وجود دارد؟ 19و اندازة  7چند گراف ساده از مرتبۀ   .33

یال است و آسان تر می توان آن را  2ی حل: بهتر است برای پاسخ به سؤال از گراف مکمل استفاده کنیم، زیرا گراف مکمل آن دارا

 تحلیل نمود و از طرفی برای هر گراف، فقط یک مکمل وجود دارد.

 

 تا می باشد. 2هم  7و مرتبۀ  19وجود دارد بنابراین تعداد گراف های با اندازة  7گراف با اندازة و مرتبۀ  2از آنجایی که فقط 

 

 گراف یکریخت باشند، مکمل های آن دو نیز یکریخت هستند. الف( اگر دو 

 ب( با اطلاعاتی خاص در مورد هر گراف، انواع آن با انواع مکملش برابر می باشد. 

 مسیر

است به طوری که هر دو رأس متوالی  Gدنباله ای از رئوس متمایز گراف  vبه رأس  uیک مسیر از رأس  Gدر گراف ساده 

بیش از یکبار در این دنباله استفاده نشود. طول مسیر  Gمجاور باشند و از طرفی هیچ کدام از رئوس گراف این دنباله با هم 

 با تعداد یال های آن برابر می باشد:

 به صورت زیر می باشد: cبه رأس  aدر گراف مقابل، تمام مسیرهای موجود از رأس  

c

c

c

d

b

aنمودار درختی

 

ac 1: مسیر به طول 

abc 1: مسیر به طول 

abdc 7: مسیر به طول 

a b

c
d

e 
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𝑚رأس عبور کنیم، آن مسیر را مسیری به طول   mالف( اگر در یک مسیر از   − می نامیم که در واقع همان  1

 هاست.تعداد یال

𝑝، حداکثر طول مسیر برابر است با pاز مرتبۀ  Gب( در گراف سادة  − سیر برابر صفر است )هر رأس و حداقل طول م 1

 یک مسیر به طول صفر است(.

 می باشند. Gدر گراف سادة  1، هر دو یک مسیر به طول cbaو  abcج( در مسیر جهت اهمیت ندارد. یعنی مسیر 

 

 وجود دارد؟ 2چند مسیر به طول  𝐾5 در گراف  .34

 

 

 

 

 برابر است با: 𝐾𝑝در گراف  mدر حالت کلی تعداد مسیرهای مربوط به طول  

1
1
(
𝑝

𝑚 + 1
) (𝑚 + 1)! =

𝑝!

1(𝑝 − 𝑚 − 1)!
 , (1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑝 − 1) 

رأس از  m+1رأس است. پس می شود انتخاب  m+1دارای  mبرای درک بهتر این فرمول دقت کنید که مسیر به طول 

p  رأس که برابر( 𝑝
𝑚+1)  می باشد. از طرفی این رئوس به(𝑚 + ی حذف مسیرهای تکراری جابه جا می شوند که برا !(1

 هم تقسیم کنیم. 1باید بر 

 

را تشکیل  Gبه وسیلۀ یک یال به هم متصل شده اند و گراف  9و گراف کامل مرتبۀ  4گراف کامل مرتبه   .35

 کدام است؟ Gمی دهند. حداکثر طول مسیر در گراف 

1 )11                    2 )11                     3 )17                    4 )14 

 vبه رأس  𝐾4می باشد، بنابراین بزرگ ترین مسیری که در  8و  3به ترتیب برابر  𝐾4 و 𝐾9حداکثر مسیر در   درست است. 2پاسخ: گزینۀ 

 می باشد.  8شروع می شود برابر  uاز رأس  𝐾9و بزرگترین مسیری که در  3ختم می شود برابر 

u v

K9

K4

 

 پدید می آورند. 12به هم متصل می شوند و مسیری به طول  vuاین دو مسیر به وسیلۀ یال 
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 کدام است؟ 𝐾5 تعداد کل مسیرهای موجود در گراف  .36

1 )110                    2 )115                   3 )150                      4 )155 

 

 

 

 

 را بیابید. vبه رأس  uاز رأس  𝐾5در گراف  3کل مسیرهای به طول   .37

 

 

 

 

 

 بین دو رأس مشخص، برابر است با: 𝐾𝑝در گراف  mدر حالت کلی تعداد مسیرهای به طول  

(
𝑝 − 1
𝑚− 1

) × (𝑚 − 1)! =
(𝑝 − 1)!

(𝑝 − 𝑚 − 1)!
 , (1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑝 − 1) 

𝑚دارای  mبرای درک بهتر این فرمول دقت کنید که مسیرهای به طول  + رأس مشخص  1ز آنجایی که رأس است، ا 1

𝑚است بنابراین باید  − 𝑝رأس از  1 − 𝑚)رأس دیگر انتخاب شود و به  1 −  جابه جا می شوند. !(1

 

 کدام است؟ vبه  uباشند، تعداد کل مسیرهای ممکنه از  𝐾5دو رأس دلخواه از گراف  vو  uاگر   .38

1 )11                       2 )11                      3 )15                     4 )11 
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,𝑑1)اگر   𝑑1, … , 𝑑𝑝)  دنبالۀ درجات گرافG  در گراف سادة  1باشد در این صورت تعداد مسیرهای به طولG 

𝑑1)             برابر است با:
1 ) + (

𝑑1
1 ) + ⋯+ (

𝑑𝑝
1 ) 

دیگر متصل   رأس 4به  aاست بنابراین رأس  4برابر  aدرجۀ رأس  برای درک بهتر این نکته به گراف مقابل توجه کنید،

پدید آید. به طریق مشابه  1وصل است کافیست دو تا را انتخاب کنیم تا مسیری به طول  aرأسی که به  4می باشد. از این 

 برای بقیۀ رئوس نیز می توان همین استدلال را در نظر گرفت.

c

d

b

a

e

 

( می گوییم Path graphرأسی تشکیل شده باشد اصطلاحاً گراف مسیری ) nالف( به گرافی که تنها از یک مسیر  ه:توج

𝑛5 .نمایش داده شده است 

 

وجود داشته باشد اصطلاحاً ستاره می گوییم.  1دقیقاً یک مسیر به طول  ب( به گرافی که بین هر دو رأس غیر مجاور آن

 به طور مثال گراف های زیر ستاره می باشند.

 

 

وجود دارد.  2، بین هر دو رأس غیر مجاور آن، فقط یک مسیر به طول 8در یک گراف ساده از مرتبۀ   .39

 فی آن وجود دارد؟چند مقدار مختلف در دنبالۀ گرا

1 )1                       2 )4                       3 )1                       4 )1 

وجود داشته باشد، ستاره است. بنابراین گراف  2گرافی که بین هر دو رأس غیر مجاور آن فقط یک مسیر به طول  درست است. 1پاسخ: گزینۀ 

 مقدار مختلف است. 2می باشد که دارای   (7,1,1,1,1,1,1,1)ن به صورت مقابل و دنبالۀ گرافی آ

 

P Pو آن را با   نمایش می دهیم. به طور مثال در شکل مقابل 
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 دور

است به طوری که ابتدا و انتهای آن یکسان باشد و هر دو   Gیک دور، دنباله ای از رئوس متمایز گراف  Gدر گراف سادة 

بیش از یکبار )به جز ابتدا و انتها( در  Gاز رئوس گراف  رأس متوالی این دنباله با هم مجاور باشند و از طرفی هیچ کدام

 این دنباله استفاده نشود.

 در گراف مقابل، تمام دورهای موجود به صورت مقابل می باشند: 

:دور به طول 7 𝑎𝑏𝑐𝑎 , 𝑑𝑏𝑐𝑑 

:دور به طول 4 𝑎𝑏𝑑𝑐𝑎  cd

ba

e 

 رأس متمایز است. mدارای  Gدر گراف  mالف( دوری به طول  

رأس متمایز نمی توان دور به وجود آورد، به عبارت بهتر حداقل  1رأس متمایز باشد زیرا با  7ب( دنبالۀ یک دور باید حداقل داری 

 است. 7طول یک دور برابر 

 برابرند. ج( در دور یال ها مهم می باشند بنابراین دورهایی که دارای مجموعه یال های یکسان باشند با هم

 همگی یکسان می باشند. cbacو  abca ،bcab ،cabc ،acba ،bacbبه طور مثال دورهای 

 𝐶𝑛( می گوییم و آن را با Cycle graphرأسی تشکیل شده باشد را گراف دوری ) nتوجه: گرافی که تنها از یک دور 

 ست.نمایش داده شده ا 𝐶5نمایش می دهیم. به طور مثال در شکل مقابل 

 

 

 وجود دارد؟ 𝐶7 چند 𝐾5 در گراف  .41

چند دور به  𝐾5است. بنابراین ترجمۀ سؤال به این صورت است که در گراف  3یک دور به طول  𝐶3حل: می دانیم هر 

، abca ،3وجود دارد. در دور، مجموعه یال ها مهم می باشند. همان طور که در نکتۀ قبل بیان شد دورهای به طول  3طول 

bcab ،cabc ،acba ،bacb  وcbac  همگی یکسان هستند و یک دور محسوب می شوند. پس در حالت کلی هر

نمایش تکراری به صورت ترتیب قرارگیری رئوس   2mرأس متمایز تشکیل شده است دارای  mکه از  mدور به طول 

5)أس متمایز نیاز داریم که به ر 3به  𝐾5در گراف  3می باشد. برای یافتن تعداد دورهای به طول 
طریق امکان پذیر  (3

2قابلیت جابه جایی دارند که هر  3است. این رئوس به ! × 3 = تا نمایش آنها یک دور است بنابراین  6

(5
3)

3!

2×3
= 11. 
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 برابر است با: 𝐾𝑝در گراف  mدر حالت کلی، تعداد دورهای به طول  

(
𝑝

𝑚
) ×

𝑚!

1𝑚
= (

𝑝

𝑚
) ×

(𝑚 − 1)!
1

 

 

دو رأس از درجۀ ماکسیمم غیرمجاورند، تعداد دورهای به  3و  3، 2، 2، 2با درجۀ رأس های  Gدر گراف   .41

 (68)سراسری ریاضی         کدام است؟  4طول 

 صفر( 4                      1( 3                      1( 2                       7( 1

 

 

 

 (49)سراسری ریاضی         وجود دارد؟ 5، چند دور به طول 5از مرتبۀ  در یک گراف کامل  .42

1 )11                    2 )15                      3 )11                      4 )14 

 

 

 

 

 (48و  64)سراسری ریاضی    وجود دارد؟ 4منتظم مقابل چند دور به طول  -3در گراف  .43

1 )1                     

2 )3                       

3 )1                      

4 )9 

c

d

ba

e

f
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حذف می شود. مجموع مرتبه و اندازة این گراف  3دور به طول  5در یک گراف کامل با حذف یک یال،  .44

 کامل کدام  است؟

1 )11                        2 )11                           3 )71                       4 )15 

 

 

 

 

𝒗با مجموعه رئوس  5اگر از گراف کامل مرتبۀ   .45 = {𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅, 𝒆}  یالab  حذف شود، در این صورت

 در گراف حاصل کدام است؟ 4تعداد دورهای به طول 

1 )11                     2 )9                         3 )1                         4 )1 

 

 

 

m (1تعداد دورهای حذف شده به طول  𝐾𝑝با حذف یک یال در گراف    ≤ 𝑚 ≤ 𝑝)  برابر با تعداد مسیرهای

𝑚به طول  −  باشد. 𝑣𝑖𝑣𝑗می باشد به طوری که سال حذف شده  𝑣𝑗به رأس  𝑣𝑖از رأس  1

 

𝛿الف( اگر در گرافی   ≥  دارد.باشد آنگاه این گراف قطعاً دور  1

q،  𝑞و اندازة  pب( اگر در گرافی از مرتبۀ  ≥ 𝑝 .باشدآنگاه این گراف قطعاً دارای دور است 

 توجه داشته باشید عکس گزاره های بالا لزوماً درست نمی باشند بنابراین گزاره های بالا دو شرطی نمی باشند.

 گراف همبند

شته باشد آن گراف را همبند می گوئیم. ، حداقل یک مسیر وجود داGهر گاه بین دو رأس گراف سادة 

 در غیر این صورت گراف را ناهمبند می نامیم.
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 را همبند می گوئیم. 𝐺1 و 𝐺4 و 𝐺5را ناهمبند و گراف های   𝐺1 و 𝐺7گراف های  

G2G1 G3

G4 G5

 

 ود؟د تا همبند شحداقل چندیال داشته باش 8مرتبۀ  یک گراف از .46

 

 

 

=∆، qالف( اگر در گرافی از مرتبۀ   𝑝 −  باشد آن گاه گراف همبند است. 1

ب( یک رأس به تنهایی، یک گراف همبند می باشد زیرا برای ناهمبند بودن یک گراف باید حداقل دو رأس 

 ها مسیری نباشد وجود داشته باشد.که بین آن

 

 ند ناهمبند باشد چقدر است؟حداکثر یالی که گراف می توا 6در گرافی از مرتبۀ   .47

 

 

 

𝑝−1)حتماً همبند است باید  pبرای این که مطمئن شویم گرافی از مرتبۀ  
1 ) +  یال در آن گراف موجود باشد. 1

 

 :رأس 11در گرافی با  .48

 الف( حداقل چند یال داشته باشیم تا گراف همبند شود؟

 ند است؟ب( حداقل چند یال داشته باشیم تا مطمئن شویم گراف همب
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 :رأس 11در گرافی با   .49

 الف( حداکثر چند یال می توان داشت تا گراف بتواند ناهمبند شود؟

 ب( حداکثر چند یال می توان داشت تا مطمئن شویم گراف در همه ی حالت ها ناهمبند است؟

 

 

 

 

اصل حتماً حداقل چند یال دلخواه برداریم تا مطمئن شویم که گراف ح 7منتظم مرتبۀ  -4از گراف   .51

 ناهمبند است؟

1 )1                        2 )9                        3 )10                       4 )11 

 

 

 

 

 

از سه بخش جدا از هم تشکیل شده است و دارای رأس منفرد نیست. این  9گرافی ناهمبند از مرتبۀ   .51

 گراف حداکثر چند یال دارد؟

1 )11                       2 )11                      3 )11                     4 )10 
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 (68)آزاد ریاضی               رأس و درجۀ هر رأس دو است. این گراف حداکثر چند دور دارد؟ 13گرافی دارای   .52

1 )7                          2 )4                         3 )1                      4 )11 

 

 

 

 

 

 باشد وجود دارد؟  11چند نوع گراف ساده، همبند و نامنتظم که مجموع مرتبه و اندازة آن   .53

 (69)سراسری ریاضی 

1 )7                         2 )4                         3 )5                        4 )1 

 درست است. 2پاسخ: گزینۀ 

𝑝از آنجایی که  + 𝑞 = 𝑞بند بودن گراف باید و برای هم 11 ≥ 𝑝 − 𝑝، بنابراین فقط دو حالت 1 = 𝑞و  4 = 𝑝و همچنین  6 = 5 

𝑞و  =  ، مطلوب می باشد که انواع گراف های آنها به صورت زیر می باشد.5

 

 گراف ساده با شرایط مورد نظر وجود دارد. 4از آنجایی که گراف نباید منتظم باشد بنابراین دو گراف اول قابل قبول نمی باشند، پس در کل 

 

 (68)خارج ریاضی   دارد؟ 4یال است. این گراف چند دور به طول  12منتظم، دارای  -3گراف ناهمبند   .54

1 )7                        2 )4                         3 )1                         4 )1 

 

 

 



 

 
119 

  دوم: گرافل فص

𝑝 در یک گراف ناهمبند ساده  .55 = 𝑞و  17 =  (64)آزاد ریاضی   وجود دارد؟ 11چند رأس با درجۀ  15

1 )11                       2 )11                      3 )9                        4 )10 

 

 

 

 توجه: در گراف ناهمبند به هر بخش، یک مولفۀ همبندی می گوییم.



 

 
110 

  دوم: گراففصل 

 پرسش های تشریحی

𝑽(𝑮)با مجموعه رأس های  Gگراف . 1 = {𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅, 𝒆, 𝒇} و مجموعۀ یال های 

 𝑬(𝑮) = {𝒂𝒃, 𝒂𝒄, 𝒄𝒅, 𝒆𝒇, 𝒅𝒃, 𝒄𝒇, 𝒃𝒆}  .مفروض است. نمودار آن را رسم کنید و به موارد زیر جواب دهید 

 )مشابه تمرین کتاب درسی(

 را بنویسید. Gالف( مرتبه و اندازة گراف 

 را مشخص کنید. Gب( درجۀ رأس های 

 مجاورند؟ fبا رأس  Gی گراف پ( کدام رأس ها

 ت( مجموع درجات رئوس این گراف برابر چند است؟

𝑉(𝐻)با مجموعه رئوس  Hث( گراف  = {𝑣1, 𝑣1, 𝑣7, 𝑣4}  و مجموعۀ یال های                                                    

𝐸(𝐻) = {𝑣1𝑣1, 𝑣1𝑣7, 𝑣1𝑣7, 𝑣1𝑣4, 𝑣7𝑣4, 𝑣4𝑣1}  مفروض است. بدون کشیدن نمودار آن به قسمت های )الف( تا

 پاسخ دهید. H)ت( در مورد گراف 

 

 )مشابه تمرین کتاب درسی(       را در نظر بگیرید.  Gگراف  .2

 را بنویسید. 𝐸(𝐺)و  𝑉(𝐺)الف( مجموعه های 

 را مشخص نمایید. 𝛿(𝐺)و  (𝐺)∆ب( 

 را بنویسید. eو  gو  f( مجموعۀ همسایه های باز رأس های پ

𝑁𝐺(𝑥)ت( اگر  = {𝑎, 𝑐} آن گاه ،x کدام رأس است؟ 

cd

b

a

e

f g
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𝑉(𝐺)با مجموعه رئوس  Gگراف  .3 = {𝑣1, 𝑣1, 𝑣7, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣1}  مفروض است. اگر𝑵𝑮(𝒗1)  عضو 5دارای 

1 برای 𝑵𝑮(𝒗𝒊)باشد و مجموعه های  ≤ 𝑖 ≤   را رسم کنید. Gتک عضوی باشند، گراف  1

 )مشابه تمرین کتاب درسی(

 

𝑽(𝑮)با مجموعۀ رئوس  Gدر گراف  .4 = {𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅, 𝒆, 𝒇}  :مشابه تمرین کتاب درسی(  داریم( 

𝑁𝐺(𝑎) = {𝑏, 𝑐, 𝑑}, 𝑁𝐺(𝑏) = {𝑎, 𝑐}, 𝑁𝐺(𝑐) = {𝑎, 𝑏}, 𝑁𝐺(𝑑) = {𝑎, 𝑓}, 𝑁𝐺(𝑒) = { }, 𝑁𝐺(𝑓) = {𝑑}  

 را رسم و اندازة آن را مشخص کنید. Gگراف 

 

و  aرا مشخص کنید و همچنین درجات رئوس  𝑮̅رسم شده است. مجموع درجات رأس های گراف  Gگراف  .5

c  را در گراف𝑮̅ .مشابه تمرین کتاب درسی(        تعیین نمایید( 

c
d

b
a

e

G 

 

 )مشابه تمرین کتاب درسی(     را مشخص کنید.  ∆ و 𝜹یال است. در این گراف  36دارای  𝑲𝒑گراف کامل . 6

 

 رسم کنید.  nمنتظم از مرتبۀ  -rدر هر یک از حالات زیر در صورت امکان یک گراف  .7

 )مشابه تمرین کتاب درسی(

𝑛الف(  = 4 , 𝑟 = 𝑛ب(                             1 = 4 , 𝑟 = 1 

𝑛پ(  = 5 , 𝑟 = 𝑛ت(                              1 = 5 , 𝑟 = 7 

𝑛ث(  = 1 , 𝑟 = 𝑛ج(                              4 = 3 , 𝑟 = 7 

 



 

 
111 

  دوم: گراففصل 

نفر  2نفر از آنها هر کدام دقیقاً با  6نفر در یک اتاق هستند و برخی از آنها با یکدیگر دست می دهند.  7 .8

 )مشابه تمرین کتاب درسی( نفر دست داده باشد. 5ست داده اند. نشان دهید نفر هفتم نمی تواند دقیقاً با د

 

 )مشابه تمرین کتاب درسی(     منتظم بکشید که: -kرأسی غیر تهی  5یک گراف  .9

 بیشترین مقدار ممکن را داشته باشد. kالف( 

 کمترین مقدار ممکن را داشته باشد. kب( 

 

 به صورت مقابل است. Gنمودار گراف  .11

v1

v7

v4

v5

v1
v1 

 را به صورت نزولی بنویسید. Gالف( دنبالۀ درجات رئوس گراف 

 باشد. 1منتظم از مرتبۀ  -7اضافه شود تا گراف حاصل  Gب( چه یال هایی به گراف 

 

11. G  می باشد. این گراف چند رأس  3یا  2أس آن به طوری که درجۀ هر ر 11و اندازة  8گرافی ساده از مرتبۀ

 دارد؟ 2از درجۀ 

 

𝑝1 داریم qو اندازة  pمنتظم از مرتبۀ  -6در گراف  .12 + 75 = 4𝑞 . مرتبه و اندازه گراف را مشخص نموده و

 آن را رسم کنید.

 

 وجود دارد؟ آنها را بنویسید. aاز رأس  3در گراف مقابل چند مسیر به طول  .13

 

e b

a d

c 
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 در گراف روبه رو: .14

eba

dc

gf 

 الف( دنبالۀ درجات رئوس گراف را بنویسید.

 را بنویسید. fبه  aب( تمام مسیرهای از 

 .ج( این گراف چند دور دارد؟ نام ببرید

 

𝑉(𝐺) با مجموعۀ رئوس Gگراف  .15 = {𝑣1, 𝑣1, 𝑣7, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣1}  و 

𝐸(𝐺) = {𝑣1𝑣1, 𝑣1𝑣7, 𝑣1𝑣7, 𝑣7𝑣4, 𝑣7𝑣5, 𝑣4𝑣5, 𝑣4𝑣1, 𝑣5𝑣1} .مجموعه یال های آن را در نظر بگیرید 

 الف( نمودار این گراف را رسم کنید.

 ب( تمام دورهای این گراف را بنویسید.

 

 است. Gبه گراف  نمودار مقابل مربوط .16

 الف( مجموعه رئوس و یال های گراف را بنویسید.

 منتظم به دست آید؟ -1ب( کدام یال های را از گراف حذف کنیم تا یک گراف 

 به دست آید؟ 5ج( چند یال به گراف اضافه کنیم تا گراف کامل مرتبه 

 

e

b

d c

a

G 
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 پاسخ های تشریحی

 به صورت روبه رو می باشد. Gف نمودار گرا .1

a

b

c

d

e

f

 

𝑝الف(  = 𝑞و  1 = 3 

𝑑𝑒𝑔(f)ب(   = 1, 𝑑𝑒𝑔(𝑒) = 1, 𝑑𝑒𝑔(𝑑) = 1, 𝑑𝑒𝑔(𝑐) = 7, 𝑑𝑒𝑔(𝑏) = 7, 𝑑𝑒𝑔(𝑎) = 1 

𝑁𝐺(𝑓)پ(  = {𝑐, 𝑒} 

∑ت( می دانیم  𝑑𝑒𝑔(𝑣𝑖) = 1𝑞𝑝
𝑖=1 که  است. از آنجایی𝑞 =  است. 14است بنابراین  مجموع درجات برابر  3

𝑑𝑒𝑔(𝑣1)است.  1و اندازة آن برابر  4برابر  Hث( مرتبۀ گراف  = 𝑑𝑒𝑔(𝑣1)و  7 = 𝑑𝑒𝑔(𝑣7)و  7 = و  7

𝑑𝑒𝑔(𝑣4) =  Hوع درجات گراف است. مجم 4، گراف کامل مرتبۀ H. تمام رئوس با یکدیگر مجاور هستند زیرا گراف 7

1برابر  × 1 =  می باشد. 11

 

2. 

𝑉(𝐺) (الف = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔} ,   𝐸(𝐺) = {𝑎𝑏, 𝑎𝑒, 𝑎𝑓, 𝑏𝑐, 𝑐𝑑, 𝑐𝑒, 𝑑𝑒} 

(𝐺)∆ (ب = 7 , 𝛿(𝐺) = 0 

𝑁𝐺(𝑓) (پ = {𝑎}, 𝑁G(𝑔) = { }, 𝑁𝐺(𝑒) = {𝑎, 𝑐, 𝑑} 

 ی باشد.م bمجاور است رأس  cو  aت( رأسی که فقط با دو رأس 
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𝑑𝑒𝑔(𝑣1)از اطلاعات مسئله بدیهی است  .3 = 5 ،𝑑𝑒𝑔(𝑣1) = 1 ،𝑑𝑒𝑔(𝑣7) = 1 ،𝑑𝑒𝑔(𝑣4) = 1 ،

𝑑𝑒𝑔(𝑣5) = 1 ،𝑑𝑒𝑔(𝑣1) = 1. 

v1

v1

v7

v4

v5v1
G 

 

 است. 5برابر  Gاندازة گراف  .4

a b

e d

c
f

G 

 

𝑞(𝐺)می دانیم  .5 + 𝑞(𝐺̅) = (𝑝1) :است. بنابراین داریم 

1+ 𝑞(𝐺̅) = (
5
1
) ⇒ 𝑞(𝐺̅) = 4 

1برابر  𝐺̅پس مجموع درجات رئوس گراف  × 4 =  می باشد. 1

{
𝑑𝑒𝑔𝐺̅(𝑎) + 𝑑𝑒𝑔𝐺(𝑎) = 𝑝 − 1 ⇒ 𝑑𝑒𝑔𝐺̅(𝑎) + 1 = 4 ⇒ 𝑑𝑒𝑔𝐺̅(𝑎) = 1
𝑑𝑒𝑔𝐺̅(𝑐) + 𝑑𝑒𝑔𝐺(𝑐) = 𝑝 − 1 ⇒ 𝑑𝑒𝑔𝐺̅(𝑐) + 7 = 4 ⇒ 𝑑𝑒𝑔𝐺̅(𝑐) = 1

 

 

6. 

(
𝑝

1
) = 71 ⇒

𝑝(𝑝 − 1)

1
= 71 ⇒ 𝑝1 − 𝑝 − 31 = 0 

⇒ (𝑝 − 9)(𝑝 + 1) = 0 ⇒ {
𝑝 = ق ق 9

𝑝 = غ ق ق 1−
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7 . 

 4منتظم مرتبۀ  -1ب(  4منتظم مرتبۀ  -1الف( 

  

 1منتظم مرتبۀ  -4ث(  5م مرتبۀ منتظ -1پ( 

  

 وجود ندارد زیرا در یک گراف تعداد رئوس فرد نمی تواند فرد باشد. 3منتظم مرتبۀ  -7و  5منتظم مرتبۀ  -7گراف 

 

وجود دارد، رأس هفتم نمی تواند درجۀ فرد  1رجۀ رأس د 1نفر،  3از آن جایی که در گراف مربوط به دست دادن این  .8

 باشد زیرا در یک گراف ساده تعداد رئوس فرد عددی زوج است.

 

 به صورت روبه رو می باشد. 5منتظم مرتبۀ  -4است و گراف  4برابر  kالف( بیشترین مقدار ممکن  .9

 

 -1وجود ندارد. گراف  5منتظم مرتبۀ  -1است زیرا گراف  1برابر  kمترین مقدار ب( از آنجایی که گراف غیر تهی است، ک

 به صورت روبه رو می باشد. 5منتظم مرتبۀ 
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 می باشد. (7,7,1,1,1,1)به صورت  Gالف( دنبالۀ درجات گراف  .11

 می شود. 1منتظم مرتبه  -7اضافه شود، گراف  Gبه گراف  𝑣1𝑣1 و 𝑣1𝑣4 و 𝑣4𝑣5 و 𝑣5𝑣1ب( در صورتی که یال های 

 

 در نظر بگیریم، داریم: yرا  7و تعداد رئوس  xرا  1اگر تعداد رئوس درجۀ  .11

{
𝑥 + 𝑦 = 1      
1𝑥 + 7𝑦 = 11 ⇒ {

1𝑥 + 1𝑦 = 11
1𝑥 + 7𝑦 = 11 ⇒ 𝑦 = 1 , 𝑥 = 1 

 اشد.می ب 1رأس درجۀ  1پس این گراف دارای 

 

12. 1𝑝 = 1𝑞 ⇒ 7𝑝 = 𝑞
داریم
→ 𝑝1 + 75 = 4𝑞 = 11𝑝 ⇒ 𝑝1 − 11𝑝 + 75 = 0 ⇒ 𝑝 =  3 یا 5

𝑝منتظم است پس  -1از آنجایی که گراف  =  قابل قبول است. 3

3)می باشد که دارای  3بنابراین گراف مورد نظر، گراف کامل مرتبۀ 
1) =  یال است و به صورت روبه رو می باشد. 11

 

 

 با استفاده از نمودار درختی داریم: .13

a d

c

b c

e

b
c

b d

d b

e c

b

d

 

 .aecbو  aecdو  adbcو  adceو  adcbو   acbdو  acdbوجود دارد که عبارتند از  aاز رأس  7مسیر به طول  3پس 
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 می باشد. (7,7,7,7,7,1,1)الف( دنبالۀ درجات این گراف به صورت  .14

 ستفاده از نمودار درختی داریم:ب( با ا

a

c
b e

d f

f

fd

e f

b c d e f

f

fe

d f 

 .acdfو  abcdef ،abcdf ،abedf ،abef ،acbedf ،acbef ،acdefوجود دارد که عبارتند از  fبه رأس  aمسیر از رأس   1

 .efdeو  acba ،acdeba ،acdfeba ،bcdeb ،bcdfebدور وجود دارد که عبارتند از  1ج( 

 

 الف( .15

v1
v1

v7

v4v5

v1

 

 .𝑣1𝑣1𝑣7𝑣1 ،𝑣7𝑣4𝑣5𝑣7 ،𝑣4𝑣5𝑣1𝑣4 ،𝑣7𝑣5𝑣4𝑣1𝑣7دور وجود دارد که عبارتند از:  4ب( 

 

𝑉(𝐺) (الف     . 16 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒}, 𝐸(𝐺) =

{𝑎𝑏, 𝑎𝑑, 𝑎𝑒, 𝑏𝑐, 𝑏𝑑, 𝑐𝑒, 𝑐𝑑} 

 منتظم می شود. -1اگر حذف شوند گراف  adو  bcب( یال های 

5)دارای  𝐾5یال است و می دانیم گراف  3درای  Gج( گراف 
1) =  یال باید  7یال می باشد. بنابراین  10

 .beو  acو  edیال عبارتند از  7اضافه کنیم تا گراف کامل شود که این  Gبه گراف 
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 پرسش های چهار گزینه ای

𝑽ر اگ  .1 = {𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅, 𝒆}  و𝑬 = {𝒂𝒄, 𝒂𝒅, 𝒃𝒅, 𝒃𝒆, 𝒄𝒅, 𝒅𝒆}  به ترتیب مجموعه رئوس و مجموعه یال

𝑮باشند، در این صورت نمودار گراف  Gهای گراف  = (𝑽, 𝑬) کدام است؟ 

(1(2(3(4
 

 

2. G  اشد؟است. این گراف حداکثر چند یال می تواند داشته ب 9گرافی ساده از مرتبۀ 

1 )31                     2 )71                     3 )45                    4 )54 

 

 رأسی دارد؟ 6گراف مقابل دارای چند زیرگراف غیر تهی  .3

1 )71                      

2 )71                      

3 )14                     

4 )17 
 

 

 کدام یک از گزاره های زیر درست است؟ .4

 تعداد رئوس فرد در یک گراف ساده می تواند عددی فرد باشد.( 1

0در یک گراف ساده، همواره ( 2 ≤
1𝑞

𝑝−1
≤ 𝑝 .برقرار است 

 اگر یک گراف ساده، منتظم باشد گراف مکمل آن می تواند نامنتظم باشد.( 3

 ل یک باشد این گراف همبند است.اگر در گرافی ساده، درجۀ هر رأس حداق( 4

 

∆برای گراف مقابل، حاصل  .5 + 𝜹 + 𝒒 + 𝒑 کدام است؟ 

1 )15                      

2 )14                      

3 )11                     

4 )13 
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,𝑨}نفره متشکل از افراد  5در یک جمع  .6 𝑩, 𝑪,𝑫, 𝑬} ،A  باC  وD ،B  باC  وC  باA ،B ،D ،E  دوست

 هستند. کدام گراف افرادی که دوست نیستند را نشان می دهد؟

A

B

C D

E

A

B

C D

E

A

B

C D

E

A

B

C D

E
(1(2(3(4

 

 

هشت تیم والیبال در لیگ جهانی دوبه دو با هم به صورت رفت و برگشت مسابقه می دهند. تعداد کل  .7

 بازی ها کدام است؟

1 )51                     2 )11                     3 )71                    4 )31 

 

 تیم است، در دور رفت مسابقات چند بازی انجام می شود؟ 16در لیگ برتر فوتبال که دارای  .8

1 )105                     2 )140                     3 )110                    4 )110 

 

 ز موارد زیر امکان پذیر نمی باشد؟کدام یک ا 15از مرتبۀ  Gدر گراف سادة  .9

1 )∆= 0               2)𝛿 = 0              3)∆= 𝛿 = 11                4 )∆= 𝛿 = 7 

 

 در گراف مقابل وجود دارد؟ eبه رأس  bچند مسیر از رأس   .11

1 )1 

2 )3 

3 )1 

4 )9 
 

 

 ل وجود دارد؟در گراف مقاب dبه رأس  aچند مسیر از رأس   .11

1 )14                      

2 )70                      

3 )71                     

4 )41 

a b
d

c

 

cd

e b

af
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 کدام یک از گراف های زیر حتماً همبند است؟  .12

                      5منتظم مرتبۀ  -1( 2                                   4منتظم مرتبۀ  -1( 1

 1منتظم مرتبۀ  -7( 4                                   3منتظم مرتبۀ  -1( 3

 

,𝑏4 شرکتی برای چهار شغل  .13 𝑏7, 𝑏1, 𝑏1 نیاز به استخدام کارمند دارد. پنج نفر به نام های 𝑎5, 𝑎4, 𝑎7, 𝑎1, 𝑎1 

گر هر فرد دقیقاً برای یک پست در نظر گرفته شود، استخدام چه برای تصدی این شغل ها دواطلب شده اند. ا

 افرادی قطعی است؟

1 )𝑎4, 𝑎1, 𝑎1  2) 𝑎5, 𝑎7, 𝑎1 

3 )𝑎4, 𝑎7, 𝑎1  4) 𝑎7, 𝑎1, 𝑎1 

a1
a1 a7 a4 a5

b1 b1 b7 b4

 

 

,𝑏7 برای تصدی شغل های .14 𝑏1, 𝑏1  افراد ،𝑎5, 𝑎4, 𝑎7, 𝑎1, 𝑎1  دواطلب شده اند. به چند طریق می توان

 برای شغل ها استخدام کرد به طوری که هر فرد دقیقاً یک شغل داشته باشد؟ افراد را

1 )1                            2 )10 

3)11                           4 )11 

a1 a1 a7 a4 a5

b1 b1 b7

 

 

باشد، در این صورت این گراف حداکثر چند یال  5، درجۀ هر رأس آن حداکثر 13ر گرافی از مرتبۀ اگر د .15

 دارد؟

1 )75                     2 )77                     3 )71                    4 )74 

 

 

 

𝛿 اگر در گرافی ساده  .16 = 𝑞و  1 =  ؟م استباشد، در این صورت ماکزیمم مرتبۀ این گراف کدا 11

1 )9                     2 )10                     3 )1                    4 )11 
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𝑝 اگر در گرافی ساده  .17 = 𝑞و  3 = 𝑝1 باشد، در این صورت حاصل 11 − 𝛿𝑞 −  کدام است؟ 1∆

1 )115-                   2 )119-                   3 )117-                    4) 113- 

 

 

 

 حداقل چند یال حذف کنیم تا گراف ناهمبند شود؟ 9منتظم مرتبۀ  -8از گراف   .18

1 )3                     2 )1                     3 )9                    4 )10 

 

 

 

 4است. چند دور به طول  9برابر  pدر گراف کامل مرتبۀ  vو  uبین دو رأس  2تعداد مسیرهای به طول   .19

 در این گراف وجود دارد؟ vو  uشامل رئوس 

1 )111                     2 )115                     3 )731                    4 )101 

 

 

 

 چه تعداد کمتر می باشد؟ 6از تعداد گراف های منتظم مرتبۀ  7تعداد گراف های منتظم مرتبۀ   .21

1 )1                     2 )1                     3 )7                    4 )4 

 

 

 

 

𝑝𝑞 مجموع مرتبه و اندازة آن کدام است به طوری که Gدر گراف ساده و همبند   .21 =  باشد؟ 70

1 )14                     2 )17                    3 )11                    4 )13 
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𝒗چند گراف ساده با مجموعه رئوس   .22 = {𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅, 𝒆} می توان رسم کرد به طوری که 

 𝑞 =  باشد؟ cdو شامل یال  1

1 )1   2 )9   3 )10   4 )11 

 

 

 

بخش جدا از هم تشکیل شده باشد، حداکثر تعداد  6می باشد. اگر گراف از  15گراف ساده ای از مرتبۀ   .23

 یال های این گراف چند است؟

1 )71                     2 )41                     3 )45                    4 )71 

 

 

 

 

دارای بیشترین بخش جدا از هم می باشد. تعداد رئوس منفرد این  33و اندازة  17گراف ساده ای از مرتبۀ  .24

 گراف کدام است؟

1 )10                     2 )3                     3 )9                    4 )1 

 

 

 

 

باشد، این گراف حداقل و حداکثر از چند بخش  11و  14فی ساده و ناهمبند به ترتیب اگر مرتبه و اندازة گرا .25

 جدا از هم تشکیل شده است؟

 9و  5( 4                    10و  5( 3                     9و  4( 2                     10و  4( 1
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  دوم: گراففصل 

 کدام یک از گزینه های زیر امکان پذیر نمی باشد؟ .26

 نفر دوست است. 4نفره، هر فرد فقط با  11گروه  در یک( 1

 نفر احوال پرسی می کند. 3نفره، هر فرد فقط با  11در یک مهمانی ( 2

 نفر در یک بازی پاس داده است. 7نفره، هر بازیکن فقط به  3در یک تیم فوتبال ( 3

 نفر دست داده است. 5نفره، هر فرد فقط با  1در یک جمع ( 4

 

 د زیر گراف کامل دارد؟چن 𝐾4 گراف .27

1 )9                     2 )15                     3 )15                    4 )71 

 

 

 

 

𝒗چند گراف ساده، با مجموعه رئوس  .28 = {𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅, 𝒆, 𝒇}  می توان رسم کرد به طوری که دو  2و اندازة 

 یال با هم مجاور باشند؟ 

1 )70                     2) 45                     3 )10                    4 )35 

 

 

 

 

𝒗چند گراف ساده، با مجموعه رئوس  .29 = {𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅, 𝒆}  می توان رسم کرد به طوری که دو  2و اندازة 

 یال با هم مجاور نباشند؟

1 )10                     2 )45                     3 )70                    4 )15 
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رأس منفرد  3است. اگر این گراف دارای  3، میانگین درجات رئوس برابر 11از مرتبۀ  Gدر یک گراف سادة  .31

7 باشد و در بقیه رأس ها داشته باشیم < 𝑑𝑒𝑔𝑣𝑖 <  تعداد رئوس زوج کدام است؟، 1

1 )5                     2 )1                     3 )1                    4 )9 

 

 

 

 

 فاقد دور است. مجموع مرتبه و اندازة آن کدام عدد می تواند باشد؟ Gگراف همبند  .31

1 )9                     2 )11                     3 )11                    4 )1 

 

 

 

یک  بین هر دو رأس غیر مجاور آن دقیقاً Gمی باشد. اگر در گراف  7فاقد دور و از مرتبۀ  Gگراف همبند  .32

 کدام است؟ 𝒒(𝑮̅)وجود داشته باشد، در این صورت  2مسیر به طول 

1 )1                     2 )9                    3 )11                   4 )15 

 

 

 

 کدام گراف با بقیه یکریخت نیست؟ .33

(4 (3 (2 (1

 

 

 کدام است؟ pرین مقدارمی باشد. کمت 32واندازه  pگراف ساده از مرتبه  .34

1 )3                          2 )1                          3 )9                          4 )10 
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  دوم: گراففصل 

 کدام است؟ 𝒒(𝑮̅)است. کمترین مقدار  5، درجۀ یکی از رئوس 11از مرتبه  Gدر گراف ساده   .35

1 )7                          2 )4                          3 )5                          4 )1 

 

 

 

𝑽چند گراف ساده با مجموعه رئوس  .36 = {𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅, 𝒆،𝒇}  وجود دارد به طوری که یال های  6و اندازه

𝒅𝒆  و𝒆𝒇  را دارا باشند ولی یال𝒂𝒃 را نداشته باشند؟ 

1 )115                          2 )770                          3 )315                          4 )495 

 

 

 

𝑽با مجموعه رئوس  Gچند گراف ساده   .37 = {𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅, 𝒆}  وجود دارد؟ 3و اندازه 

1 )110                          2 )14                          3 )115                          4 )110 

 

 

 

 

𝑽س با مجموعه رئو Gچند گراف ساده   .38 = {𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅, 𝒆}  وجود دارد که حداقل یکی از یال های

𝒄𝒅 , 𝒃𝒄  و𝒅𝒆 را دارا باشد؟ 

1 )714                         2 )191                         3 )119                         4 )741 
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  دوم: گرافل فص

𝑽با مجموعه رئوس  Gچند گراف ساده  .39 = {𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅, 𝒆}  طوری کهوجود دارد به deg(e)=1  و اندازه

G  باشد؟ 4برابر 

1 )35                         2 )10                         3 )10                         4 )110 

 

 

 

 

𝑽 با مجموعه رئوس Gچند گراف مکمل برای گراف ساده  .41 = {𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅, 𝒆،𝒇} وجود دارد به طوری که 

deg(c) ≥  باشد؟ 7

1 )111                         2 )117                     3 ) 114                       4 )115 

 

 

 

 

𝑽و مجموعه رئوس  6با اندازه  G چند گراف ساده  .41 = {𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅, 𝒆}  وجود دارد به طوری که فقط شامل 

 باشد؟ cdیا فقط شامل یال  abیال 

1 )111                       2 )111                       3 )114                       4 )114 

 

 

 

 است. این گراف حداکثر چند یال دارد؟ 2، درجۀ دو رأس برابر 11از مرتبه  G در گراف ساده  .42

1 )11                        2 )71                       3 )19                        4 )71 
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  دوم: گراففصل 

 یال باشد، در این صورت مرتبه گراف کدام است؟ 48منتظم دارای  -4افی اگر گر .43

1 )11                         2 )14                         3 )41                          4 )91 

 

 

 

 کدام است؟ 𝑮̅یال باشد، در این صورت مرتبه گراف 181یال و مکمل آن دارای 73دارای  Gاگر گراف  .44

1 )11                         2 )11                         3 )17                          4 )14 

 

 

 

=∆ یال است. این گراف حداکثر چند رأس از درجۀ 53دارای  11یک گراف ساده از مرتبه  .45 𝑝 −  دارد؟ 1

1 )3                         2 )1                            3 )9                            4 )10 

 

 

 

 

G، 𝑝در گراف ساده  .46 = =∆و  11  کدام است؟ qاست. حداکثر مقدار  5

1 )70                        2 )19                         3 )71                          4 )71 
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G، 𝑞در گراف ساده  .47 = =∆و  11  کدام است؟ pاست. حداقل مقدار  5

1 )5                        2 )4                            3 )1                            4 )3 

 

 

G، 𝑝در گراف ساده  .48 = =∆و  11  کدام است؟ qاست. حداقل مقدار  5

1 )11                        2 )10                        3 )1                            4 )5 

 

 

 

G ،𝑞 گراف سادهدر  .49 = =∆و  11  کدام است؟ )گراف رأس منفرد ندارد( pاست. حداکثر مقدار  5

1 )19                        2 )11                        3 )10                            4 )11 

 

 

 

 

G ،𝑝در گراف ساده  .51 = 𝛿و  11 =  کدام است؟ qاست. حداقل مقدار  4

1 )11                        2 )11                        3 )14                            4 )11 

 

 

 

G، 𝑝در گراف ساده  .51 = 𝛿و  11 =  کدام است؟ qاست. حداکثر مقدار  4

1 )11                      2 )10                        3 )59                           4 )51 
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  دوم: گراففصل 

G، 𝑞در گراف ساده  .52 = 𝛿و  11 =  کدام است؟ pاست. حداقل مقدار  4

1 )1                       2 )5                          3 )4                              4 )3 

 

 

 

G، 𝑝در گراف ساده  .53 = =∆و  10  وجود دارد؟ qچند مقدار متمایز برای  است. 4

1 )10                      2 )11                       3 )11                          4 )13 

 

 

 

 

G، 𝑞در گراف ساده  .54 = 𝛿و  10 =  وجود دارد؟ pچند مقدار متمایز برای  است. 4

 1( 4                          1( 3                       7( 2صفر                    ( 1

 

 

 

 

 دارد. درجۀ رأس دیگر کدام است؟ 7،6،5،4،3،2،1رئوسی از درجۀ  8گرافی ساده از مرتبه  .55

1 )1                       2 )4                       3 )5                           4 )1 
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  دوم: گرافل فص

 وجود دارد؟ 12منتظم از مرتبه  -2چند نوع گراف  .56

1 )1                       2 )9                       3 )10                         4 )11 

 

 

 

 Gاست. حداقل اندازه گراف  18، مجموع مینیمم و ماکزیمم درجۀ برابر 12، از مرتبه Gدر گراف ساده  .57

 کدام است؟

1 )41                     2 )47                      3 )44                        4 )45 

 

 

 

 Gاست. حداکثر اندازه گراف  18درجۀ برابر  ، مجموع مینیمم و ماکزیمم12، از مرتبه Gدر گراف ساده  .58

 کدام است؟

1 )14                     2 )15                    3 )11                       4 )17 

 

 

𝒒چند گراف ساده ناتهی وجود دارد به طوری که  .59 = 𝜹 باشد؟ 

 7( 4                       1( 3                      1( 2صفر                     ( 1

 

 

 

می باشد. چند مقدار  3و  9و مینیمم و ماکزیمم درجۀ برابر  25، با اندازه Gگراف ساده در .61

 وجود دارد؟ pمتمایز برای 

1 )4                       2 )1                        3 )3                        4 )5 



 

 
141 

  دوم: گراففصل 

𝑞(𝐺) می باشند. اگر ∆و بقیه رئوس از درجۀ  δرأس برابر  7، درجۀ 19، از مرتبه Gدر گراف ساده  .61 = 91 

 کدام می تواند باشد؟ ∆باشد در این صورت 

1 )14                      2 )15                        3 )11                        4 )13 

 

 

 

 وجود دارد؟ 8و مرتبه  26چند گراف ساده با اندازه  .62

1 )1                        2 )7                             3 )4                          4 )5  

 

 

 

1 )1                         2 )3                            3 )1                           4 )9   

 

 

 

 

𝑞(𝐺) در گرافی .64 =
𝑞(𝐺̅)

4
 کدام می تواند باشد؟ Gاست. مرتبه گراف   

1 )109                   2 )113                       3 )171                   4 )115  

 

 

 

 

63. گرافیسادهبا اندازه11ومرتبه11موجود است.اینگرافچندزیرگراف منتظممیتواندداشتهباشد؟ 
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  دوم: گرافل فص

 وجود دارد؟ 11منتظم مرتبه  -8چند گراف  .65

1 )1                         2) 3                            3 )1                           4 )9   

 

 

 

، گرافی کامل پدید می آید. تعداد دورهای به طول 𝒑منتظم مرتبه  -5یال به گراف ساده  8با اضافه کردن  .66

 کدام است؟ 𝑲𝒑در گراف  3

1 )51                      2 )75                          3) 14                         4 )110  

 

 

 

𝑞(𝐺) است. اگر 7و  2فقط دارای رئوس  9از مرتبه  Gگراف ساده  .67 = باشد آن گاه اختلاف تعداد   14

 کدام است؟ 2از تعداد رئوس  7رئوس 

1 )1                        2 )7                           3 )4                            4 )5   

 

 

 

 

 کدام گزینه می تواند مجموع مرتبه و اندازه یک گراف کامل باشد؟ .68

1 )10                      2 )114                       3 )105                         4 )90 

 

 

 

 



 

 
144 

  دوم: گراففصل 

𝑝1 در گرافی کامل .69 = 𝛿1 +  دارد؟ 3می باشد. این گراف چند دور به طول   13

1 )75                       2 )51                        3 )14                    4 )110 

 

 

 

𝒌حاصل . q=5𝑘1-1  داریم 12منتظم مرتبه  k-در گراف  .71 + 𝜹 + ∆ + 𝒒 کدام است؟ 

1 )11                          2 )11                            3 )10                         4 )11 

 

 

 

(𝑝1) داریم 𝑲𝒑راف غیرتهی در گ .71 = ∆(∆ −  وجود دارد؟ 3در این گراف چند دور به طول . (1

1 )4                             2 )5                               3 )1                           4 )7 

 

 

 

 

ی باشند. چند مقدار متمایز برای م 1و  7، ماکزیمم و مینیمم درجۀ به ترتیب 9از مرتبه  Gدر گراف ساده  .72

𝒒 وجود دارد؟ 

1 )10                          2 )11                           3 )11                          4 )17 
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می باشند. چند مقدار متمایز برای  2و  7، ماکزیمم و مینیمم درجۀ به ترتیب 8از مرتبه  Gدر گراف ساده  .73

𝒒 رد؟وجود دا 

1 )17                         2 )14                         3 )15                          4 )11 

 

 

 

74. 𝐺1  و 9منتظم از مرتبه  -2گرافی 𝐺1  منتظم می باشد. هر رأس از -3گرافی 𝐺1 را به همه رئوس گراف 𝐺1 

𝑞 ین گراف حاصلوصل می کنیم تا گرافی منتظم پدید آید. در ا − ∆1 + 𝑝 کدام است؟ 

1 )11-                         2 )17-                         3 )15-                         4 )9- 

 

 

 

 

 دارد؟ 3گراف مقابل چند دور به طول  .75

1 )3                             

2 )1                              

3 )5                             

4 )1 

a

b

g
c e

f

d 

 

 وجود دارد؟ 3ر گراف مقابل چند دور به طول د .76

1 )5                            

2 )1                              

3 )1                              

4 )3 

a b

g c

e

f d 
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  دوم: گراففصل 

 وجود دارد؟ Fبه رأس  Bاز رأس در گراف روبه رو چند مسیر  .77

1 )1                            

2 )1                               

3 )3                             

4 )5 

 

 

 وجود داد؟ eبه رأس  aاز رأس  3در گراف شکل مقابل چند مسیر به طول  .78

1 )5                           2 )4                               

 

 باشد؟ Eوجود دارد که شامل رأس  Fبه راس  Cدر گراف روبه رو چند مسیر از رأس  .79

1 )5                           

2 )1                                

3 )3                            

4 )1 
 

 

 وجود دارد؟ b به رأس  aدر گراف شکل مقابل چند مسیر از رأس  .81

1 )5                           

2 )4                                 

3 )7                           

4 )1 
 

 

F E D

A B C

c 

b e

a

d

EF D

A B C

a

b
e

dc

 1 )4                           7 )3
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  دوم: گرافل فص

 وجود دارد؟ 4چند مسیر به طول  8گراف کامل مرتبه  در .81

1 )1310                   2 )7170                          3 )7710                      4 )3110 

 

 

 

 وجود دارد؟ 5چند دور به طول  7در گراف کامل مرتبه  .82

1 )1510                  2 )1110                           3 )151                        4 )504 

 

 

 

 در گراف مقابل چند مسیر وجود دارد؟ .83

1 )9                          2 )1                                 

3 )3                          4 )1 
b c

a

 

 

 

 چند دور دارد؟  (5,5,1,1,1,1)گرافی با درجات .84

1 )10                      2 )11                                3 )11                      4 )17 
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  دوم: گراففصل 

 وجود دارد؟ bبه  aدر گراف روبه رو چند مسیر از  .85

1 )7                       

2 )4                                  

3 )1                         

4 )5 
 

 

 باشد؟  c وجود دارد که شامل رأس bبه رأس  aاز رأس  4در گراف روبه رو چند مسیر به طول  .86

1 )4                       

2 )7                                

3 )5                         

4 )1  

 

 چند دور دارد؟ 2و نه رأس درجۀ  8جۀ گرافی ساده با یک رأس در .87

1 )4                     2 )5                                3 )7                        4 )1 

 

 

 

 

 وجود دارد؟ 3چند دور به طول  11منتظم مرتبه  -2در گراف  .88

 7حداکثر ( 4            1حداکثر ( 3                    1حداکثر ( 2صفر                  ( 1

 

 

 

g

f
h

a

e

d

b

c

a

c

b d

e
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=V در گرافی با مجموعه رئوس .89 {𝑎،𝑏،𝑐،𝑑،𝑒،𝑓} وجود دارد؟ 3چند دور به طول (، 5,5,5,5,4,4) و درجات 

1 )11                   2 )11                            3 )11                     4 )10 

 

 

 

 

 رد؟وجود دا 4در گراف روبه رو چند دور به طول  .91

1 )110                   

2 )10                               

3 )70                       

4 )90 

 

 

مجاور نباشند در این صورت چند دوربه  5و  6دو رأس با درجات (، 1,5,1,1,1,1,1,1) درجاتاگر در گراف با  .91

 دارد؟در این گراف وجود  4یا  3طول 

1 )10                2 )11                             3 )9                   4 )11 

 

 

 

 

 دارد؟ 𝜹شامل رأس  3باشد این گراف چند دور به طول ( 6،6،6،5،4،4,3اگر درجات گرافی به صورت ) .92

1 )7                  2 )4                              3 )1                    4 )5 
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  دوم: گراففصل 

 ، حداکثر چند دور دارد؟19منتظم با اندازه  -2گرافی  .93

1 )5                     2 )1                           3 )3                       4 )1 

 

 

 

 وجود دارد. کدام گزینه در مورد آن صحیح است؟ 12رأس و اندازه  8گرافی منتظم با  .94

 ناهمبند است.( 2                            همبند است.            ( 1

 را دارا می باشد. 7حداقل یک دور به طول ( 4دارد.                   7دور به طول  1حداکثر ( 3

 

 

 

 

بخش جدا از هم تشکیل شده باشد حداکثر   6می باشد. اگر این گراف از  13گراف ساده ای از مرتبه  .95

 دارای چند یال است؟

1 )14                  2 )11                              3 )11                        4 )71 

 

 

 

 

 کدام گراف همبند است؟ .96

(4 (3 (2 (1
 

 



 

 
151 

  دوم: گرافل فص

 دارد؟ 4یا  3راف شکل روبه رو چند دور به طول گ .97

1 )4                           

2 )5                               

3 )1                         

4 )3 

 

 

𝑝 در گرافی ساده .98 =  کدام است؟  ∆+δمی باشد. حداقل مقدار  q=47و  10

1 )15                     2 )11                           3 )13                         4 )11 

 

 

 

 

∆رأسی، حاصل  6اگر در گرافی  .99 − 𝜹 کمترین مقدار باشد، در این صورت بیشترین اندازه این گراف کدام است؟ 

1 )9                     2 )11                           3 )15                         4 )11 

 

 

 

 است. این گراف دارای چند دور است؟ (4،3،3،2,2درجات رئوس یک گراف ساده به صورت ) .111

1 )4                     2 )5                             3 )1                            4 )3 
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  دوم: گراففصل 

مفروض است. اگر با حذف هر کدام از یال های آن، گراف ناهمبند شود،  Gگراف همبند  .111

 حاصلضرب مرتبه در اندازه این گراف کدام می تواند باشد؟ 

1 )41                   2 )11                          3 )75                          4 )30 

 

 

 

 

 در مکمل گراف مقابل چند دور وجود دارد؟ .112

1 )1                       2 )1                              

3 )5                               4 )3 
 

 

 

 

 أس و ناتهی است. چند دور در این گراف وجود دارد؟ر 7گراف منتظم و ناهمبندی دارای  .113

1 )1                      2 )1                           3 )7                               4 )4 

 

 

 

 ناهمبند است. حداکثر اندازه این گراف کدام است؟ 15گرافی ساده از مرتبه  .114

1 )91                        2 )105                          3 )91                          4 )31 

 

 

 



 

 
157 

  دوم: گرافل فص

 همبند است. اندازه این گراف کدام است؟ 15گرافی ساده از مرتبه  .115

1 )14                        2 )41                           3 )10                          4 )91 

 

 

 

جود دارد. حداقل اندازه این گراف ه رأس دیگر مسیری واز هر رأس ب 15در گرافی از مرتبه  .116

 کدام است؟

1 )17                        2 )14                          3 )11                           4 )11 

 

 

 دارد. حداکثر تعداد یال های این گراف کدام است؟ 2دقیقاً دو رأس درجۀ  8گرافی از مرتبه  .117

1 )13                        2 )19                          3 )11                          4 )15 

 

 

 

 وجود دارد؟ 7، حداکثر چند رأس از درجۀ 25و اندازه  8در گرافی ساده از مرتبه  .118

1 )7                        2 )4                          3 )5                          4 )1 

 

 

 

 به ترتیب کدام است؟ 18و اندازه  7در گرافی ساده از مرتبه  6کمترین و بیشترین تعداد رئوس درجۀ  .119

 4و  1( 4                    4و  1( 3                      7و  1( 2                   7و 1( 1
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  دوم: گراففصل 

 رد؟وجود دا 5یا  4چند دور به طول ( 5،3،3،3،3,3در گرافی ساده با درجات ) .111

1 )10                        2 )11                          3 )11                          4 )17 

 

 

 

 وجود دارد؟ 3چند دور به طول  (5،5،4،4،4,2در گرافی با درجات ) .111

1 )10                        2 )11                          3 )11                          4 )17 

 

 

 

 دارد؟ 6گراف رو به رو چند دور به طول  .112

1 )9                          

2 )10                           

3 )11                           

4 )11 

 

 

مسیر در این  وجود دارد. چند 5فقط یک مسیر به طول  bو  aبین دو رأس مشخص  6در گرافی از مرتبه  .113

 گراف وجود دارد؟

1 )11                        2 )15                          3 )11                          4 )14 
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  دوم: گرافل فص

 دارای چند دور است؟ 11و با اندازه  11گرافی همبند از مرتبه  .114

1 )1                        2 )1                          3 )7                          4 )4 

 

 

 

دو رأس با درجۀ بزرگ تر مجاور نیستند. در این گراف چند دور  (5،4،2،2،2،2,1در گرافی ساده با دجات ) .115

 وجود دارد؟ 4به طول 

1 )5                         2 )1                             3 )3                             4 )1 

 

 

 

 کدام است؟ 𝑃1 در 2یرهای به طول حداقل تعداد مس .116

1 )11                        2 )11                           

3 )11                          4 )14 

 

 

 وجود دارد؟ 6یا  5در گراف روبه رو چند دور به طول  .117

1 )9                         2 )10                            

3 )11                       4) 11 

 

می باشد. در این گراف چند دور  51در یک گراف کامل، حاصل ضرب اندازه و مرتبه آن  .118

 وجود دارد؟ 4به طول 

1 )10                        2 )11                          3 )15                          4 )10 
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  دوم: گراففصل 

 مجموع مرتبه و اندازه آن کدام عدد می تواند باشد؟فاقد دور است.  Gگراف همبند  .119

1 )9                         2 )11                            3 )11                           4 )14 

 

 

 

 غیرمجاورند. تعداد دورهای به  دو رأس با ماکسیمم درجه( 3،3،2،2,2با درجات ) Gدر گراف  .121

 (68)سراسری ریاضی                    کدام است؟ 4طول

 7( 4                              1( 3                             1( 2      صفر                (    1

 

 

 

 

∆یال است. بیشترین مقدار  23رأس و  8گرافی دارای  .121 − 𝜹  (68)آزاد ریاضی    کدام است؟ 

1 )5                          2 )1                             3 )7                            4 )1 

 

 

 

 

 (68)آزاد ریاضی                دارای چند یال است؟ (4،4،4،4،4گرافی با درجات ) .122

1 )1                         2 )10                           3 )11                           4 )10 
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  دوم: گرافل فص

1 )1                          2 )1                             3 )7                            4 )4 

 

 

 

 

 (68)آزاد ریاضی   است؟ 5أس از این گراف یال است. درجۀ چند ر 14رأس دارای  6گرافی با  .124

1 )4                          2 )5                             3 )7                            4 )1 

 

 

 

 

    وجود دارد؟ 3چند دور به طول  (4,4,4,7,7) و درجۀ رئوس a،b،c،d،eدر گرافی با رئوس  .125

 (69)آزاد ریاضی 

1 )1                          2 )3                             3 )1                            4 )9 

 

 

 

𝑝 در گرافی .126 =  (68)آزاد ریاضی         است. این گراف حداکثر چند یال دارد؟ 5و دارای دو رأس درجۀ  10

1 )41                         2 )71                           3 )45                        4 )73 

 

 

𝒂 کدام است؟   + 𝒃 است، کمترین مقدار(𝑎, 𝑏, 5,4,7, 123. درجات رئوس گراف همبند G به صورت  (  

                 )سراسری ریاضی 68( 



 

 
151 

  دوم: گراففصل 

𝑝 در گرافی تعداد رئوس .127 = 𝑞 وتعداد یال ها  10 = می توان  9است. حداکثر چند رأس با درجۀ  71

 (68)آزاد ریاضی                                         داشت؟

1 )7                           2 )5                            3 )1                           4 )4 

 

 

 

 

𝑝 در گرافی .128 = 𝑞و  10 =     است. حداکثر چند رأس با درجۀ یک می توانیم داشته باشیم؟ 10

 (68)آزاد ریاضی      

1)13                           2 )14                            3 )15                           4 )11 

 

 

 

 

 (68)سراسری ریاضی              وجود دارد؟ 4چند دور به طول  5در یک گراف کامل از مرتبه  .129

1 )9                           2 )10                            3 )15                           4 )10 

 

 

 

 

𝑝 در گراف .131 = 𝑞و 10 =  است. حداکثر چند رأس درجۀ صفر می توانیم داشته باشیم؟ 13

 (68ریاضی )آزاد            

1 )17                         2 )14                            3 )15                           4 )11 

 



 

 
159 

  دوم: گرافل فص

 (66)خارج ریاضی      کدام است؟ mدارد. بزرگ ترین عدد  mگراف مقابل دوری با طول  .131

1 )11                            

2 )19                             

3 )10                            

4 )11 
 

 

 (66)آزاد ریاضی      دارد؟ 4حداکثر چند دور به طول  2رأس درجۀ  45با  یگراف .132

1 )11   2 )1   3 )15   4 )10 

 

 

 

 

𝑝 یدر گراف .133 = 𝑞و  10 =  (66)آزاد ریاضی    وجود دارد؟ 8حداکثر چند رأس با درجۀ  .است 41

1 )4   2 )3   3 )1   4 )7 

 

 

 (64)خارج ریاضی      دارد؟ وجود 5 طول به دور چند مقابل منتظم 7− در گراف .134

1 )7       

2 )4 

3 )5 

      4 )1  

 

 

a b

c

e

f

d
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  دوم: گراففصل 

𝑝 ساده با بندهمناگراف  یکدر  .135 = 𝑞و  17 =  (64)آزاد ریاضی  وجود دارد؟ 11چند رأس با درجۀ  15

1 )11   2 )11   3 )9   4 )10 

 

 

 

𝑝 گراف همبند ساده با یکدر  .136 = 𝑞و  1 =  (64)آزاد ریاضی  وجود دارد؟ 2حداکثر چند رأس درجۀ  5

1 )7   2 )1   3 )4   4 )1 

 

 

 

با  یتعداد دورها ،درجۀ مجاورند ینیممکه دو رأس با م 4,4,7,7,1,1 گراف ساده با درجۀ رئوس یکدر  .137

 (49)خارج ریاضی             کدام است؟ 6طول 

 صفر( 4   7( 3   1( 2   1( 1

 

 

 

 

𝑝 با یدر گراف .138 = 𝑞و  10 =  (49)آزاد ریاضی    وجود دارد؟ 9حداکثر چند رأس با درجۀ  15

1 )7   2 )1   3 )1   4 )5 
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  دوم: گرافل فص

𝑝 با یدر گراف .139 =   دارد؟ 4گراف حداکثر چند دور به طول  ین. اباشندیم 2همه رئوس درجۀ  41

 (49)آزاد ریاضی            

1 )11   2 )9   3 )10   4 )15 

 

 

 

 

  شود؟ال گراف کامل مییبا افزودن چند  باشد،یم 8گراف همبند که مجموع مرتبه و اندازه آن  یکدر  .141

 (48)سراسری ریاضی 

1 )1   2 )1   3 )7   4 )4 

 

 

 

 

 (48)خارج ریاضی      دارد؟ 5گراف شکل مقابل چند دور با طول  .141

1 )3       

2 )1 

3 )9       

4 )11  
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  دوم: گراففصل 

5𝑝1 لحاص یردر گراف ساده ز .142 − 5𝑞1 + (∆7 − 𝛿7)
∆

𝛿
+  (48)آزاد ریاضی   چقدر است؟  101

 
1 )−3      2 )13 

 1( 4      صفر( 3

 

 

 

 

 

 

𝑝 گراف با یکدر  .143 = 𝑞و  11 =  (48)آزاد ریاضی  یم؟داشته باش توانیمیم 11جۀ حداکثر چند رأس با در ،11

1 )1   2 )4   3 )1   4 )1 

 

 

 

 

 

,4,7,1 گراف ساده و همبند اعداد یک یهادرجۀ رأس .144 𝑎, 𝑏, 𝑐 اگر. هستند p گراف،  هایرأس تعدادq 

𝑞 گراف و یهاالیتعداد  =
7

1
𝑝 ،مجموعه  یهاتعداد جواب باشد{𝒂, 𝒃, 𝒄} (48ریاضی  )سراسری  کدام است؟ 

1 )1   2 )1   3 )7   4 )4 

 

 

 

 



 

 
117 

  دوم: گرافل فص

 ( 48)خارج ریاضی         باشد؟ 9چند نوع گراف ساده و همبند وجود دارد که مجموع مرتبه و اندازه آن  .145

1 )1   2 )7   3 )4   4 )5 

 

 

 

 

 (49)سراسری ریاضی           وجود دارد؟ 5چند دور با طول  5در یک گراف کامل از مرتبه  .146

1 )11                           2 )15                            3 )11                           4 )14 

 

 

 

 

 (48)خارج ریاضی   کدام است؟ 5تعداد دورهای با طول  (4،4،4،3،2,1در گرافی با درجۀ رأس های ) .147

 صفر( 4                             7( 3                              1( 2                             1( 1

 

 

 

 

 در این گراف موجود است؟ 4حذف شده است. چند دور به طول  abیال  5در گراف کامل از مرتبه  .148

 (48)خارج ریاضی  

1 )3                             

2 )1                              

3 )9                             

4 )10 

a b

e c

d 



 

 
114 

  دوم: گراففصل 

 2و  1می باشد. چند مسیر متمایز بین دو رأس با درجات  (7,7,7,1,1) درجات رئوس یک گراف به صورت .149

 (79)سراسری ریاضی          وجود دارد؟ 

1 )1                           2 )1                            7  )7                              4 )4 

 

 

 

 ؟ باشد 11چند نوع گراف ساده همبند فاقد دور می توان یافت که مجموع مرتبه و اندازه آن  .151

 (48)خارج ریاضی 

1 )7                            2 )4                           3 )5                               4 )1 

 

 

 

  عداد تمام دورهای موجود کدام است؟باشد، ت 1,1,1,4,4 و1 های یک گرافاگر درجه راس .151

 (44)سراسری ریاضی

1 )7   2 )4   3 )5   4 )1 

 

 

 

  ، کدام است؟4، تعداد دورها با طولKمنتظم با بیشترین مقدار ممکن K–راسی  5در یک گراف  .152

 (44)خارج ریاضی   

1 )1   2 )10   3 )11   4 )15 
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  دوم: گرافل فص

 (46)سراسری ریاضی   است؟ 4ر با طول منتظم، دارای چند دو -4راسی  6یک گراف ساده  .153

1) 9   2) 10   3) 11   4) 15 

 

 

 

 ( 46)خارج ریاضی   کدام است؟ 3تعداد دورها با طول  1 و1 و7 و7 و4 و5در یک گراف با درجه راس های  .154

1) 7   2) 4   3) 5   4) 1 

 

 

 

 (44)سراسری ریاضی ؟تیار کندتواند اخچند عدد می Kمنتظم،  K–راسی غیر تهی و غیر کامل  7در یک گراف  .155

1) 1   2) 1   3) 7   4) 4 

 

 

 

 

 (44)خارج ریاضی   موجود است؟ 4است. چند دور با طول  7,7,4,4,5 و1 درجه راس های یک گراف .156

1 )1   2 )3   3 )1   4 )9 
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  دوم: گراففصل 

  ت؟باشد، کدام اس 3که بزرگترین درجه رئوس آن  7کوچکترین اندازه گراف ساده همبند از مرتبه  .157

 (8999)سراسری ریاضی    

1 )5   2 )1   3 )3   4 )1 

 

 

 

𝑞(𝐺)  در یک گراف کامل .158 = ∆1(𝐺) − 1𝛿(𝐺)  است. مقدار𝑝(𝐺)(8998)سراسری ریاضی   کدام است؟ 

1 )5    2 )1   3 )3    4 )1 

 

 

 

 (8998خارج ریاضی) ، کدام است؟Kمنتظم است. بیشترین مقدار  K–راس، غیرتهی، غیرکامل و  9با  Gگراف  .159

1 )4   2 )1   3 )3   4 )1 

 

 

 

 

𝑞(𝐺̅) عضو است. اگر 2، مجموعه همسایگی باز هر راس دارای Gدر گراف  .161 = 7𝑞(𝐺)  باشد، مقدار𝒑(𝑮) 

 (8998)خارج ریاضی           کدام است؟

1 )5   2 )1   3 )1   4 )9 
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  دوم: گرافل فص

𝑝(𝐺) است. اگر عضو 4، مجموعه همسایگی بسته هر راس دارای Gدر گراف  .161 =  𝑞(𝐺) باشد، مقدار 1

 (8998)خارج ریاضی           چقدر است؟

1 )9   2 )15   3 )11   4 )10 

 

 

 

 

 3دو راس باکمترین درجه، غیرمجاورند. تعداد دورها به طول  3،3،3،3،1،1در گراف با درجه راس های  .162

 (8998)خارج ریاضی            کدام است؟

1 )1   2 )1   3 )7   4 )4 

 

 

 

 

با   باشد، تعداد رئوس 5و  3، برابر 8ه اف ساده همبند و فاقد دور با مرتبراس از یک گر دو اگر درجه .163

 (8999)خارج ریاضی        از گراف مورد نظر، کدام است؟ 2درجه 

 7( 4   1( 3   1( 2   صفر( 1
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  دوم: گراففصل 

های هستند. اگر تعداد یال 5و4و4و3وaوbوcدرجه راس های یک گراف ساده و همبند به صورت اعداد  .164

𝐚برابر ) 5/1این گراف  + 𝐛 + 𝐜)   باشد، چند حالت مختلف برای مجموعه{𝒂, 𝒃, 𝒄} وجود دارد؟  

 (8998)سراسری ریاضی   

1 )4   2 )5   3 )7   4 )1 

 

 

 

 

𝛿(𝐺) اگر در گراف ساده .165 = 7 , ∆(𝐺) = 1، |𝑉(𝐺)| = 11 , 𝐺  باشند، اختلاف بیشترین و کمترین

 (8998)سراسری ریاضی               کدام است؟ Gکن برای اندازه گراف مقدار مم

1 )40   2 )71   3 )79   4 )73 

 

 

 

است. اگر تعداد راس ها با درجه راس یک حداقل باشد، حاصل  G ،48س های گرافأر ۀدرج ضربحاصل  .166

∆(𝑮̅) + 𝒒(𝑮̅) (8998)سراسری ریاضی               کدام است؟ 

1 )13   2) 11   3 )19   4 )17 

 

 

 

با حداقل تعداد یال رسم  Gاست. اگر گراف  432برابر  Gس های گراف أر ۀحاصل ضرب درج .167

𝜹(𝑮̅)شود، حاصل  + 𝒒(𝑮̅)  (8998)خارج ریاضی      کدام است؟ 

1 )71   2 )19   3 )11   4 )17 
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  دوم: گراففصل 

 درس دوم: مدلسازی با گراف 

های مختلف زیادی را تجربه استراتژیتوانیم باشد که به کمک آن مینظریه گراف منبع ارزشمندی برای حل مسائل می

کرده و افراد را به تفکر خلاق سوق دهیم. افراد به کمک مدل سازی گراف ها قادر خواهند بود مسائل را حل کرده و مدل 

گرافیکی آن ها را نمایش دهند. به طور مثال بسیاری 

از علوم کامپیوتر که با پیچیدگی محاسبات سروکار 

مسائل نظریۀ گراف تبدیل کرد. توان به دارند را می

گری در گراف ها به در سال های اخیر، مفهوم احاطه

دلیل  کاربردهای زیاد آن در زمینه های مختلف 

همچون علوم کامپیوتری و شبکه های الکترونیکی 

 مورد توجه محققین زیادی قرار گرفته و رشد چشمگیری داشته است.

باشد. به نظر می رسد که منشأ مفهوم گری در گراف مییکی از مباحثی که امروزه بسیار مورد توجه قرار گرفته است، احاطه

باشد که در  آن نظر  بر این است که صفحۀ شطرنج با مهره های شطرنج احاطه)پوشیده( شود. گری بازی شطرنج میاحاطه

در است در جهت عمودی، افقی و می دانیم طبق قوانین بازی شطرنج، وزیر قا

مورب به تعداد دلخواه حرکت کند بنابراین طبق شکل مقابل وزیر می تواند 

مشخص شده اند،  x در حرکت بعدی در هر یک از خانه هایی که با علامت 

 قرار گیرد.

اطه می کند. در قرن در حقیقت این وزیر همۀ خانه های مشخص شده را تهدید و به عبارت دیگر همۀ این خانه ها را اح

نوزدهم میلادی علاقه مندان به شطرنج در اروپا سعی کردند تا حداقل تعداد وزیر موردنیاز برای پوشش یک صفحه شطرنج 

را تعیین کنند که بعدها به عنوان یک بحث نظری در نظریۀ گراف ها بررسی ومطالعه گردید و تا کنون مقالات متعددی 

است.در همان سال های اولیه به درستی تصور می شد که حداقل تعداد وزیرهای لازم برای  در این زمینه به چاپ رسیده

 وزیر را  5شطرنج، پنج تاست که شکل مقابل چگونگی قرار گرفتن این   8در  8احاطه کردن همۀ خانه های یک صفحۀ 

 نشان می دهد.                 

 

        
        

        

        
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2 حداقل چند مهرۀ وزیر در یک صفحۀ شطرنج .1 ×  ار دهیم به طوری که تمام خانه ها پوشش داده شود؟قر 2

 

خانه  61وزیر برای پوشش هر  2خانه را مورد تهدید قرار دهد بنابراین  حداقل به  61تواند همۀ بدیهی است که یک وزیر به تنهایی نمی پاسخ:

 نیاز داریم.

 

6حداقل چند مهرۀ شاه در یک صفحۀ شطرنجی .2 × تمام خانه ها پوشش داده قرار دهیم به طوری که  6

 شود؟ )مهره شاه هر خانه ای که مرز مشترک با خانه ای که در آن قرار دارد را تهدید می کند.(

 

خانه است پس حداقل  61خانه را پوشش دهد. از آن جایی که که صفحۀ موردنظر دارای  9بدیهی است هر مهرۀ شاه حداکثر می تواند  پاسخ:

 همۀ خانه ها نیاز داریم. مهرۀ شاه برای پوشش 4به 

 

 مجموعه احاطه گر

یا در  G (viϵV(G))گوییم هرگاه هر رأس گراف گر میرا یک مجموعۀ احاطه Gاز مجموعه رئوس گراف   D مجموعۀ

D  باشد یا حداقل با عضوی ازD .مجاور باشد 

 

 

 باشند.گر میهای احاطههمگی مجموعه {b،f}  و {b،d} و  {a،c،e}های در گراف مقابل مجموعه 
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 گر نیست؟در گراف شکل مقابل، کدام مجموعه یک مجموعۀ احاطه .3

1 ){c،g}             

3 ){f،h،g،a}                  

2 ){g،e،d}                   

2 ){b،c،d،f} 

 درست است. 2پاسخ گزینه 

 گر باشد.تواند احاطهباشد و نه با هیچ کدام از آن ها مجاور است بنابراین این مجموعه نمیمی {f،h،g،a}نه در مجموعۀ  bرأس 

 

 گریگر مینیمم و عدد احاطهمجموعه احاطه

گری که کمترین تعداد عضو را دارند، مجموعۀ های احاطه، مجموعه یا مجموعهGگر گراف های احاطهدر بین تمام مجموعه

گوییم می Gگری گراف گر مینیمم نامیده می شوند و تعداد اعضای چنین مجموعه یا مجموعه هایی را عدد احاطهاحاطه

 دهیم.نمایش می γ(G)و آن را با 

–، یک Gگر مینیمم از گراف گاهی مواقع برای راحتی به یک مجموعۀ احاطه تذکر: γ گوییم.مجموعه می 

دو  {a،b،e}و  {a،d،g}های گر و مجموعهیک مجموعۀ احاطه {a،c،e،g}شکل مقابل، مجموعۀ  C7برای گراف  

–گر مینیمم یا اصطلاحاً دو مجموعۀ احاطه γ باشند. پس مجموعه میγ(G)=2. 
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 گر مینیمم بیابید.برای گراف شکل مقابل یک مجموعۀ احاطه .4

وهمسایه هایش( حداقل باید یک عضو انتخاب شود زیرا در غیر این صورت  d)مجموعۀ رأس   B از مجموعۀ dبرای احاطه کردن رأس  پاسخ:

نیز مورد پوشش قرار بگیرد  aمورد پوشش قرار نمی گیرد. از طرفی برای آن که رأس  d رأس 

و عضوی از با هیچ دحداقل باید یک عضو انتخاب شود همچنین می بینیم که  Aاز مجموعۀ 

γ(G)توان گراف را احاطه کرد پس نمی B و Aهای مجموعه ≥ نیز  {b،d،g}. مجموعۀ 6

γ(G)باشد بنابراین می Gگر برای گراف یک احاطه = است و مجموعۀ مذکور یک  6

 باشد.می Gگر مینیمم برای گراف احاطه

 

اند. شکل هایی به یکدیگر متصل شدهدبیرستان وجود دارد که با جاده 8فرض کنید در یک شهرستان  .5

نشان دهندۀ این است  Yای به هم متصل هستند وحرف ها با جادهدهد که کدام دبیرستانزیر نشان می

 کیلومتر است. 5که فاصلۀ دو دبیرستان کمتر از 

شهرستان در نظر دارد امنیت انجمن آموزش وپرورش در این 

ها را ارتقا دهد به طوری که هر دبیرستان دارای یک دبیرستان

ایستگاه امنیتی باشد و یا پنج کیلومتر تا دبیرستان دارای 

ایستگاه امنیتی فاصله داشته باشد به طوری که اگر فوریتی پیش 

 های بودجه شهرستان، کمترینمحدودیت آمد، ایستگاه امنیتی بتواند به سرعت به صحنه بیاید. با توجه به

 تعداد لازم این ایستگاه ها قرار است مستقر شوند.

 ها بایستی استقرار بیابند؟الف( چه تعداد ایستگاه و در کدام دبیرستان

ا هانباشد، در کدام دبیرستکه بزرگ ترین دبیرستان شهر است دارای یک ایستگاه قدیمی می Bب( با فرض اینکه دبیرستان 

 بایستی ایستگاه جدید مستقر شود؟

Y
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برای مدل سازی این مسئله کافیست گراف مربوط به آن را به این طریق رسم کنیم که به جای هر شهر یک رأس قرار دهیم و  پاسخ:

کیلومتر از  5ای کمتر از نظر به فاصله های موردسپس دو رأس را به هم متصل کنیم اگر و تنها اگر دبیرستان

 قرار داشته باشند.یکدیگر 

گراف حاصل را احاطه  {C،F}گر گر مینیمم برای گراف مقابل بیابیم. مجموعۀ احاطهالف( باید یک مجموعۀ احاطه

γ(G)کند بنابراین می ≤ γ(G)است. از طرفی برای اثبات این که  2 ≠ کافیست نشان دهیم یک  6

γ(G)گیریم ه با تمام رئوس دیگر مجاور باشد بنابراین نتیجه میتواند گراف را احاطه کند زیرا در گراف رأسی وجود ندارد کرأس نمی = 2 . 

{B}در آن باشد. داریم: Bگر مینیممی را بیابیم که رأس ب( باید مجموعۀ احاطه ∪ N(B) = {B} ∪ {A،D،F} = {A،B،D،F} 

رأس دیگر، رأسی را  4حضور دارد کافیست در  Bگر باشد و از آن جایی که رأس از مجموعۀ بالا حداقل یکی از رئوس باید در مجموعۀ احاطه

 {B،H}گر مینیمم،گر قرار داد. پس دومین مجموعۀ احاطهرا در مجموعه احاطه Hتوان رأسرأس دیگر مجاور باشد که می 6انتخاب کنیم که با 

 باشد.می

 

γ(G)اگر در گرافی، رأسی با تمام رئوس دیگر مجاور باشد در این صورت   =  است. 1

 گر مینیمالمجموعه احاطه

 گوییم.گر مینیمال میگر نباشد را احاطههایش دیگر احاطهگر را که با حذف هر یک از رأسمجموعۀ احاطهیک 

 گر مینیمال است.گر مینیممی، یک مجموعۀ احاطههر مجموعۀ احاطه تذکر:

یک مجموعه  {b،d،g}گر مینیمال است ولی مجموعۀ یک مجموعۀ احاطه {a،c،e}در گراف مقابل مجموعۀ  

 باشد.گر میباز هم احاطه gگر غیرمینیمال است زیرا با حذف رأس احاطه
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 .با توجه به گراف مقابل به سؤالات زیر پاسخ دهید .6

 باشند؟غیرمینیمال می« الف»های قسمت کدام یک از مجموعه ب(

 گر مینیمم بنویسید.یک مجموعۀ احاطه ج(

 

 

 

 

 

 

 

گر مینیمال گر دلخواه غیرمینیمال را با حذف رئوسش به یک مجموعۀ احاطهتوان هر مجموعۀ احاطهآیا می .7

 تبدیل کرد؟

د بنابراین با حذف باشگر غیرمینیمال میگر مینیمال وجود دارد که زیر مجموعۀ، مجموعۀ دلخواه احاطهزیرا حداقل یک مجموعۀ احاطه –بله پاسخ: 

موعه گر مینیمال تبدیل کرد. توجه داشته باشید که هر مجتوان آن را به یک  احاطهگر غیرمینیمال میبرخی از رئوس یک مجموعۀ احاطه

 گر مینیمال است.یممی، یک مجموعۀ احاطهگر میناحاطه

 

F احاطهگری برای گراف بالاست؟  = {f،g،h،e} و       {f،g،h،e،d}

 ،D = {a،i،h}،  C = {a،b،j،h،g}  ،B = {f،g،h،i،j} ،A = {a،b،c،d،e} الف( کدام یک از مجموعههای

د( یک مجموعۀ احاطهگر مینیمال بنویسید که مینیمم نباشد. 
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ها، آن را به گر غیرمینیمال انتخاب کنید و با حذف برخی رأسدر گراف شکل مقابل یک مجموعۀ احاطه .8

 گر مینیمال تبدیل نمایید.یک مجموعۀ احاطه

 

 
( این مجموعه باز هم aهای آن )مثلاً رأس گر است. از آن جایی که با حذف برخی رأسیک مجموعۀ احاطه {a،b،c،d،e،f}مجموعۀ  پاسخ:

حاصل می شود که باز هم  {b،d،f}از آن، مجموعۀ   e،c،aگر مینیمال نیست. اکنون با حذف سه رأس گر خواهد بود، بنابراین احاطهاحاطه

 گر مینیمال است.گر نخواهد بود بنابراین احاطههایش دیگر احاطهگر است اما چون این مجموعه با حذف هر یک از رأساحاطه

 

 در گراف شکل مقابل: .9

 گر باشد.مجموعه ای از رئوس را مشخص نمایید که احاطه الف(

 گر مینیمال باشد.احاطهمجموعه ای از رئوس را مشخص نمایید که  ب(

 عضوی مشخص نمایید. 3گر یک مجموعۀ احاطهج( 

 را احاطه کند؟ 𝐠،𝐞،𝐛رأس  3وجود دارد که دو رأس از  Gآیا رأسی در گراف  د(

𝛄 ه( = (𝐆) چند است؟ 

 

 

 

 

 

و( مجموعههای احاطهگر مینیمال 5 عضوی و 6 عضوی بنویسید. 

g b

a

h

c

e
d

if
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 عضوی دارد؟ 3گر غیرمینیمال چند مجموعۀ احاطهگر مینیمم و چند مجموعۀ احاطه C6 گراف .11

1 )2-12                 3 )2-12                   

2 )2-13                     2 )2-12 

 

 

 

 

 عضوی دارند؟ 3گر به ترتیب چند احاطه C6و  C5گراف های  .11

1 )12-15                3 )12-12                      

2 )2-15                    2 )2-12 

 

 

 

 

 گریکران پایین عدد احاطه

 با مفهوم جزء صحیح یک عدد ) کف یک عدد( آشنا هستیم و می دانیم:

[X] = {
x                                                              x ∈ 𝕫

x بزرگ ترین عدد صحیح کوچک تر از            x ∉ 𝕫 
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⌊2/5⌋هم نمایش می دهند. به طور مثال  ⌊x⌋( را به صورت x)جزء صحیح  xگاهی مواقع کف  = 2 ،⌊−2/3⌋ = −5 ،

⌊√32⌋ =  باشد:به صورت زیر می  xیک عدد حقیقی باشد، سقف  x، در صورتی که 2

⌈X⌉ = {
x                                                              x ∈ 𝕫

x کوچک ترین عدد صحیح بزرگ تر از            x ∉ 𝕫 

⌈2/3⌉به طور مثال  = 2  ،⌈−6/3⌉ = −6  ،⌈√22⌉ = 6   ،⌈5⌉ = 5. 

نفر بتوانند در یک تاکسی  2فرض کنید  تعدادی از کارمندان یک شرکت بخواهند با چند تاکسی به محلی بروند و هر  

 :قرار گیرند. در این صورت

نفر باشد به چند تاکسی نیاز دارند؟ طبیعتاً  16الف: اگر تعداد کارمندان
16

2
=  تاکسی نیازاست. 2

نفر باشد به چند تاکسی نیاز دارند؟ در این صورت باید سقف  17ب: اگر تعداد کارمندان 
17

2
نفر  17را در نظر گرفت زیرا  

⌉)تاکسی نیاز دارند.  5حداقل به 
17

2
⌉ = 5) 

deg(v)، حداکثر vدانیم که هر رأس می  Gدر یک گراف ساده  + رأس را می تواند احاطه کند. پس در یک گراف  1

⌉حداقل باید 
n

∆+1
رأس انتخاب شود تا بتوانیم تمام رئوس گراف را احاطه کنیم زیرا در عادلانه ترین حالت ممکن گراف   ⌈

∆)باشند و هر رأس می تواند می ∆منتظم است و همۀ رئوس از درجۀ  + رأس در گراف را احاطه کند. بنابراین  (1

γ(G) ≥ ⌈
n

∆+1
 است. ⌈

 ∆و  ∆رأس درجۀ  1حداکثر چند می تواند باشد؟ در بدبینانه ترین حالت ممکن، گراف می تواند  γ(G)سؤال مهم: 

nو  1رأس درجۀ  − ∆ − n)رأس ایزوله داشته باشد که در این صورت باید حداقل  1 − رأس انتخاب شود تا  (∆

γ(G)اف را احاطه کنیم. بنابراین بتوانیم تمام رئوس گر ≤ n −  است.  ∆

⌉ : داریم∆ با ماکزیمم درجۀ   nاز مرتبۀ  Gدر یک گراف سادۀ  
n

∆+1
⌉ ≤ γ(G) ≤ n − ∆ 
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,d1)دنبالۀ درجات به صورت  nاز مرتبۀ  Gدر صورتی که در گراف   d3, … , dn)  باشد به طوری کهdi ≥ di+1 

γ(G)    باشد در این صورت داریم: ≥ min{k|k + (d1+d3+ ⋯ + dk) ≥ n} 

رأس یا همان تعداد همسایه هایی که می توانند احاطه کنند،   kنیز درجات این  dkتا  d1تعداد رئوس انتخابی و kزیرا 

 گری در نظر گرفت.توان آن را کران پایین عدد احاطهبیشتر شود می nباشند. پس در صورتی که این مقدار از می

δبه عبارتی  دارای رأس ایزوله نباشد یا Gدر صورتی که گراف   ≥ γ(G)باشد در این صورت  1 ≤
n

3
 است. 

زوج( است وبا انتخاب هر رأس عملاً یک رأس دیگر را n)nمنتظم مرتبۀ  -1بدیهی است زیرا در بدترین حالت گراف 

δتوان احاطه کرد. بنابراین در صورتی که می ≥ توان باشد می 1
n

3
 گری در نظر گرفت.را کران بالای عدد احاطه 

 

کامپیوتر را در نظر بگیرید که در آن هر کامپیوتر، مطابق شکل زیر به  16رایانه ای متشکل از  یک شبکه  .12

چند کامپیوتر دیگر متصل است. گراف مقابل یک مدل سازی از شبکه موردنظر است که در آن هر رأس 

نمایشگر یک کامپیوتر است و یال بین دو رأس نمایانگر آن است که 

و رأس مستقیماً با هم در ارتباط اند. می خواهیم کامپیوترهای نظیر آن د

. ها( انتخاب کنیممجموعه ای با کمترین تعداد ممکن از کامپیوترها )رأس

به طوری که توسط این مجموعه از کامپیوترها به تمام کامپیوترهای این 

 ست؟شبکه وصل باشیم. مجموعۀ انتخاب شده از رئوس برای گراف موردنظر چه نوع مجموعه ای ا
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 با توجه به گراف مقابل:  .13

 گری آن را مشخص و ادعای خود را ثابت کنید.الف( عدد احاطه

–ب( تمام  𝛄 گر مینیمم( گراف های احاطههای )مجموعهمجموعهG را بنویسید. 

 

 

 

 

 

 را بیابید. P2 و P12 و P11گری گراف هایعدد احاطه  .14

 

 

 

 

 

 

γ(Pn)برابر  یگرعدد احاطه Pnدر گراف   = ⌈
n

2
–باشد در این صورت  2مضرب  nاست. اگر  ⌈ γ  مجموعه یکتا

 باشد.می

 باشد.گر مینیمم، مجموعۀ رئوس توپر مقابل می، تنها مجموعۀ احاطهP6برای  
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γ(P6)می دانیم که  P6زیرا در گراف =  دانیم از رأس را احاطه کرد. از طرفی می 6رأس باید تمام  3است. پس فقط با  3

,b}حداقل یک رأس باید انتخاب گردد. بنابراین تنها مجموعۀ ممکن، مجموعۀ  Bو Aهای بین مجموعه e} باشند.می 

 

γ(P2)نیز از آن جایی  P2 برای گراف  = های را احاطه کرد به طوری که از مجموعه P2رأس گراف 2، پس باید با 2

A وB   حداقل یک رأس انتخاب شوند. اگرD گر مینیمم باشد، چهار حالت وجود دارد که عبارتند از:مجموعۀ احاطه 

 

   𝐚, 𝐢 ∈ 𝐃 : توان که در این صورت با هیچ رأس سومی نمیP2 .را احاطه کرد 

 𝐚, 𝐡 ∈ 𝐃  :که در این صورت با هیچ رأس سومی نمی توانP2 .را احاطه کرد 

 𝐛, 𝐢 ∈ 𝐃   :توان که در این صورت با هیچ رأس سومی نمیP2 .را احاطه کرد  

 𝐛, 𝐡 ∈ 𝐃  : که در این صورت فقط با انتخاب رأسe توان میP2 .را احاطه کرد 

 

 پس در کل فقط یک حالت به صورت مقابل وجود دارد.  

 
 .را بیابید C12،C2 و C11گری گراف های عدد احاطه .15
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γ(Cn)گری برابر عدد احاطه Cn در گراف  = ⌈
n

2
nاست. اگر  ⌈ = 2k  باشد در این صورت تعداد– γ  مجموعه

nتاست و اگر  2ها برابر  = 2k + –باشد در این صورت تعداد  3 γ  مجموعه ها برابر باn .تاست 

باشند و برای گر مینیمم، مجموعۀ رئوس توپر در گراف های سمت چپ زیر میمجموعۀ احاطه C6 ،2به طور مثال برای 

C5 ،5 رئوس توپر در گراف های سمت راست زیر است.گر مینیمم، مجموعۀ مجموعۀ احاطه 

 
های مختلف به وجود به عبارت بهتر رئوس انتخابی را از قبل مشخص می کنیم و فقط گراف را می چرخانیم تا مجموعه

–توان فقط به یک حالت می C6و  C5آید. به طور مثال برای  γ  مجموعه انتخاب کرد و آن هم به صورت های مقابل

 باشند.می

 

–هر حالت دیگری برای  γ باشند. اما برای مجموعه ها در نظر بگیرید یکریخت با همین حالت ها میC7 به دو حالت ،

–توان مقابل می γ  .مجموعه انتخاب کرد 

 

 هم فقط یک حالت انتخاب وجود دارد. C2و  C8برای 
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 کنید که:گرافی مشخص  .16

⌉گری برابرالف( برای آن عدد احاطه
n

∆+1
⌉گری برابرب( برای آن عدد احاطه   باشد.       ⌈

n

∆+1
  نباشد.  ⌈

γ(G)الف( برای گراف مقابل پاسخ:  = ⌈
4

6
⌉ =  است.  2

 

 

γ(G)ب( برای گراف مقابل  = ⌉در حالی که  6
7

5
⌉ = حداقل باید یک رأس انتخاب گردد و  Bو Aهای است. زیرا از بین مجموعه 2

 توان گراف را احاطه کرد.از طرفی ملاحظه می کنیم با هیچ دو رأسی نمی

 

 

 به ترتیب کدام است؟ 𝐇و  𝐆گری گراف های عدد احاطه .17

1 )2-2                            

3 )2-2                         

2 )2-2                        

2 )2-2 

 

 گری گراف مقابل کدام است؟عدد احاطه  .18

1 )3                              

3 )2                            

2 )2                           

2 )5 
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 گری گراف مقابل کدام است؟عدد احاطه .19

1 )2                                

3 )2                               

2 )5                             

2 )6 

 

 گری گراف مقابل کدام است؟عدد احاطه  .21

2 )5                            2 )6 

 

 را به دست آورید. P̅6و  C̅5 گریعدد احاطه   .21

 

 

 

 

 

 تواند باشد؟چند عدد مختلف می 9ی منتظم مرتبه -2گری گراف عدد احاطه  .22

 

 

 

 

 

                               2 )3                            2 )1
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 تواند باشد؟چند عدد مختلف می 11ی منتظم مرتبه -2گری گراف عدد احاطه .23

 

 

 

 

 

 

 تواند باشد؟چند عدد مختلف می 11ی منتظم مرتبه -2گری گراف عدد احاطه  .24
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 پرسش های تشریحی

است در برخی تقاطع های این شهر دستگاه خودپرداز  شکل مقابل نقشۀ منطقه ای از یک شهر است. قرار .1

به گونه ای نصب شود که برای راحتی شهروندان هر فرد در هر تقاطعی که قرار 

گرفته باشد یا در همان تقاطع به دستگاه خودپرداز دسترسی داشته باشد و یا 

حداکثر با رفتن به یک تقاطع مجاور به دستگاه خودپرداز دسترسی پیدا کند. 

به جهت صرفه جویی در هزینه ها می خواهیم با کمترین تعداد دستگاه 

 خودپرداز ممکن این کار صورت بگیرد. چه تعداد دستگاه خودپرداز و در کدام تقاطع ها باید نصب شوند؟

 

 )مشابه تمرین کتاب درسی(               گری هر یک از گراف های زیر را مشخص کنید.عدد احاطه .2

 

 

 گری هر یک از گراف های زیر را به دست آورید.احاطهعدد  .3
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γ(G) داشته باشیم Gاگر برای گراف  .4 = توان پی برد؟ می Gدر این صورت به چه ویژگی هایی از گراف ، 1

(∆(𝐆)  و حداقل و حداکثر تعداد یال هایی را که گرافG ).می تواند داشته باشد را مشخص کنید    

 )مشابه تمرین کتاب درسی(                                                                                                                                     

 

  گری آن کمترین مقدار ممکن باشد.بکشید که عدد احاطه 12منتظم مرتبۀ  -2یک گراف  .5

 درسی()مشابه تمرین کتاب 

 

 )مشابه تمرین کتاب درسی(                                                                    را رسم کنید.   P13گراف .6

 مجموعه از آن را مشخص کنید. γ−الف( یک

 عضوی از آن را مشخص نمایید. 6گر مینیمال ب( یک مجموعۀ احاطه

 

 عضوی دارد؟ 2گر مینیمال گراف مقابل چند احاطه .7

 

 

 مجموعه دارند؟ 𝛄−گراف های زیر چند .8
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 پاسخ پرسش های تشریحی

برای مدل سازی این مسئله گراف مربوط به آن را رسم می کنیم به طوری که به جای هر تقاطع یک رأس و سپس دو  .1

 گررأس را به هم وصل می کنیم اگر و تنها اگر تقاطع ها به هم متصل باشند. باید یک مجموعۀ احاطه

γ(G)مینیمم برای گراف مقابل بیابیم.  ≥ ⌈
8

2
⌉ = ,f}باشد و از طرفی مجموعۀ می 3 b} گر یک احاطه

γ(G)است پس  Gبرای گراف  =  نصب کرد. fو  bخودپرداز در تقاطع های  3توان . بنابراین می3

 

γ(G)الف(  .3 ≥ ⌈
8

2
⌉ = ,h}است. از طرفی مجموعۀ  3 b} گر برای گراف است. پس یک احاطهγ(G) =  باشد. می 3

γ(G)ب(  ≥ ⌈
12

5
⌉ = ,e}است. از طرفی مجموعۀ  3 j} گر برای گراف است. پس یک احاطهγ(G) =  د.  باشمی 3

γ(G)پ(  ≥ ⌈
13

6

رأس را احاطه نمی کند پس حداقل  6توان گراف را احاطه کرد زیرا هیچ رأسی بیشتر از رأس نمی 2از طرفی با کمتر از 

γ(G) هایی در این گراف وجود ندارد پس در این گراف داشته باشیم که چنین رأس 5رأس درجۀ  3باید  =  است.  2

γ(G)ت(  ≥ ⌈
12

6
⌉ = ,l}است. از طرفی مجموعۀ  2 f, h, j, n} گر برای گراف است. پس یک احاطهγ(G) ≤ باشد. می 5

رأس را احاطه نمی کند پس حداقل  6توان گراف را احاطه کرد زیرا هیچ رأسی بیشتر از رأس نمی 5از طرفی با کمتر از 

γ(G) هایی در این گراف وجود ندارد پس در این گراف داشته باشیم که چنین رأس 5رأس درجۀ  2باید  =  است. 5

γ(G)ث(  ≥ ⌈
32

6
⌉ = ,eاست پس از بین رئوس   3برابر  C5گری است. می دانیم عدد احاطه 2 d, c, b, a   تا  3حداقل

,vباید انتخاب شود. از بین رئوس  u, t, s, f  تا انتخاب شود. از بین رئوس  3حداقل بایدr, q, p, o, i  تا  3نیز حداقل باید

,nانتخاب شود. همچنین از بین رئوس  m, l, k, j  نتخاب شود. پس تا ا 3نیز حداقل بایدγ(G) ≥ است. از طرفی  8

,e}مجموعۀ  b, t, u, p, q, m, k} گر برای گراف است پس یک احاطهγ(G) ≤ گیریم باشد. بنابراین نتیجه میمی 8

γ(G) =  است. 8

γ(G)در این گونه گراف ها،   تذکر: =
3n

5
 است. 

γ(G) میباشد.  ≤ ,i} یک احاطهگر برای گراف است. پس  2 a, d} است. از طرفی مجموعۀ ⌉ = 3
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γ(G)الف(  .2 ≥ ⌈
7

2
⌉ = δاست. از طرفی چون  3 ≥ γ(G)باشد پس می 1 ≤

n

3
=

7

3
γ(G)بنابراین    ≤ . همچنین 2

,eاست . بنابراین از بین رئوس  3برابر  C5  وC2گری هر دو گراف می دانیم عدد احاطه d, c  حداقل یکی و از بین

,gرئوس  f, b, a  تا باید انتخاب شود. پس  3حداقلγ(G) ≥ γ(G)است. درنتیجه  2 =  باشد.می 2

γ(G)ب(  ≥ ⌈
7

2
⌉ = است. پس اگر از بین  3ابر بر C5  وC2گری هر دو گراف  است. از طرفی می دانیم عدد احاطه 3

,gرئوس  b, a  یکی انتخاب شود، از بین رئوسf, e, d, c  تا باید انتخاب شود و برعکس، پس  3حداقلγ(G) ≥ است.  2

,g}همچنین مجموعۀ  e, c} گر برای گراف یک احاطهG  است پسγ(G) ≤ گیریم باشد. بنابراین نتیجه میمی 2

γ(G) =  است. 2

γ(G)ج(  ≥ ⌈
7

5
⌉ = ,a}است. از طرفی مجموعۀ  3 g, d} گر برای گراف است پس یک احاطهγ(G) ≤ باشد. از می 2

 طرفی داریم:

 {b} ∪ N(b) = {b, a, f, c, e}, {c} ∪ N(c) = {c, b, d, f}, {d} ∪ N(b) = {d, c, e} 

{f} ∪ N(f) = {f, b, g, c, e}, {e} ∪ N(e) = {e, f, b, d}, {g} ∪ N(g) = {g, a, f}, {a} ∪ N(a) = {a, b, g}  

γ(G)مجموعه ای از این هفت مجموعه وجود ندارد که بتواند تمام رئوس گراف را احاطه کند پس  3می بینیم هیچ  ≥ 2 

γ(G)د. بنابراین در نتیجه باشمی =  است. 2

γ(G)د(  ≥ ⌈
7

5
⌉ = ,b}است. از طرفی مجموعۀ  3 d, f}  گر برای گراف است پس نیز یک احاطهγ(G) ≤ باشد. می 2

 همچنین داریم:

{b} ∪ N(b) = {a, b, c}, {a} ∪ N(a) = {a, b, d}, {c} ∪ N(c) = {c, d, e, b}, {g} ∪ N(g) = {g, d, f} 

{d} ∪ N(d) = {a, d, g, c, e}, {f} ∪ N(f) = {f, e, g}, {e} ∪ N{e} = {e, f, d, e} 

γ(G)مجموعه ای از این هفت مجموعه وجود ندارد که بتوانند تمام رئوس گراف را احاطه کند پس  3می بینیم هیچ  ≥

γ(G)باشد. بنابراین در نتیجه می 2 =  است. 2
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, nاز مرتبه  Gگری در گراف برابر یک باشد یعنی یکی از رئوس با بقیۀ رئوس مجاور است. بنابراین اگر در گراف اگر عدد احاطه .2

γ(G) = (G)∆گیریم باشد نتیجه می 1 = n − qmaxاست و   1 = (n
3) =

n(n−1)

3
qmin و  = n −  باشد.می 1

 

γ(G)داریم  13منتظم مرتبۀ  -3در گراف  .5 ≥ ⌈
13

2
⌉ = (C1313است و اگر گراف  2 = ⌈

13

2
⌉ = 2. 

 

 

γ(P13)الف( از آن جایی که طبق نکتۀ درسنامه داریم  .6 = ⌈
13

2
⌉ = ,V3}توان مجموعۀ می  .2 V5, V8, V11}  را یک

 دانست.  P13مجموعه( برای  -γگری مینیمم)مجموعۀ احاطه

,V3}ب( مجموعه  V2, V6, V8, V12, V13} عضوی برای 6 گر مینیمالیک احاطهP13 .دانست 

V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8 V9 V10 V11 V12

 

 

باشد. بنابراین در هیچ مجموعۀ مینیمالی نمی dبه بقیه رئوس وصل است بنابراین رأس  dتوجه داشته باشید که رأس  .7

,b}عضوی این گراف عبارتند از  6گر مینیمال های احاطهمجموعه c}, {e, c}, {a, b}, {a, e} 2. پس این گراف 

 گر مینیمال دارد.مجموعه احاطه

 

γ(G)الف(  .8 ≥ ⌈
8

2
⌉ = ,h}است. از طرفی مجموعۀ  3 b} گر برای گرافیک احاطه G   است پسγ(G) ≤ 3  .

γ(G)بنابراین  = –شد. پس بامی 3 γ های این گراف عبارتند از: مجموعه{h, b}, {f, d}, {g, a}, {e, c} 

γ(G)ب(  ≥ ⌈
6

2
⌉ = δاست. از طرفی  3 ≥ γ(G)پس  1 ≤  bو  aاست. همچنین از بین رئوس  2

نیز حداقل باید یکی انتخاب  dو eحداقل باید یکی و از بین رئوس  c و fحداقل باید یکی، از بین رئوس 

γ(G)شوند. پس  ≥ γ(G)است. بنابراین پس  2 = –باشد. پس می 2 γ های این گراف عبارتند مجموعه

=  از:   
3

⇓
bیاa

      ×    
3

⇓
cیاf

   ×
3

⇓
dیاe

=  گر مینیمم   های احاطهتعداد مجموعه  8

{a, f, e}, {a, c, e}, {a, f, d}, {a, c, d}, {b, f, e}, {b, f, d}, {b, c, e}, {b, c, d} 

(C  را رسم کنیم  



 

 
322 

  دوم: گراففصل 

 پرسش های چهار گزینه ای

 گر است؟احاطههای زیر برای گراف مقابل یک مجموعۀ کدام یک از مجموعه .1

1 ){a, c}                    

3 ){d, f}                      

2 ){a, d}                      

2 ){d, b} 

 

 گر است؟های زیر برای گراف مقابل احاطهکدام یک از مجموعه .2

1 ){e, f, b}                3 ){e, g, f, d}             

2 ){d, g, a, b}                  2 ){h, e, a} 

 

–های زیر برای گراف مقابل یک کدام یک از مجموعه  .3 𝛄 مجموعه است؟ 

1 ){c, b, h, i}            

3 ){f, d, a, c}            

2 ){b, d, f}                   

2 ){a, e, g} 
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  دوم: گراففصل 

 باشد؟می cگر مینیمم شامل رأس گراف مقابل چند مجموعۀ احاطه .4

1 )3                         

3 )2                            

2 )2                               

2 ) 5 

 

 گری گراف مقابل کدام است؟عدد احاطه .5

1 )2                         

3 )2                            

2 )5                               

2 ) 6 

 

 گری گراف مقابل کدام است؟عدد احاطه .6

1 )5                        

3 )6                            

2 )7                                

2 ) 8 
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  دوم: گراففصل 

–گراف مقابل چند  .7 𝛄 مجموعه دارد؟ 

1 )13                        

3 )12                            

2 )16                                

2 ) 18 

 

 گر مینیمال برای گراف مقابل است؟های زیر یک مجموعۀ احاطهکدام یک از مجموعه .8

1 ){g, b, e, d}          

3 ){g, b, f, d}             

2 ){b, d, h, i}                

2 ){a, g, e, f} 

 

 گر غیرمینیمال برای گراف مقابل است؟های زیر یک مجموعۀ احاطهکدام یک از مجموعه .9

1 ){a, e, c, i}         3 ){g, b, j, f}             

2 ){f, d, h, a}         2 ){i, f, b, e} 
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  دوم: گراففصل 

 کدام گراف، حتماً یک است؟گری عدد احاطه .11

                5گراف مسیری مرتبۀ ( 3                               5گراف ستاره مرتبۀ ( 1

 5از مرتبۀ  5گرافی با اندازۀ  ( 2                               5گراف دوری مرتبۀ ( 2

 

 گری گراف مقابل کدام است؟عدد احاطه .11

1 )5                            

3 )6                       

2 )7                                

2 ) 8 

 

 گری گراف مقابل کدام است؟عدد احاطه .12

1 )3m                      

3 )          3m + 3  

2 )3m + 2                      

2 )3m − 3  

 

 کدام است؟ P122 گری گرافاحاطه دعد .13

1 )66                       3 )62                     2 )62                             2 ) 65 
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  دوم: گراففصل 

 عضوی دارد؟ 3گر غیرمینیمال گر مینیمم و چند مجموعۀ احاطهچند مجموعۀ احاطه P5 گراف .14

1 )2-2                       3 )2-7                     2 )2-2                             2 )2-7 

 

 

 

 

 

 عضوی وجود دارد؟ 4گر چند مجموعۀ احاطه P6 در گراف .15

1 )15                        3 )13                      2 )12                               2 ) 12 

 

 

 

 

 

 عضوی وجود دارد؟ 4گر مینیمال مجموعاً چند مجموعۀ احاطه C7 و P7 در گراف های .16

1 )2                          3 )2                        2 )1                                 2 ) 3 
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  دوم: گراففصل 

 گر مینیمال وجود دارد؟چند مجموعۀ احاطه C7 گر مینیمم و در گرافچند مجموعۀ احاطه C5 در گراف .17

1 )5-12                    3 )5-15                  2 )2-12                         2 ) 2-15 

 

 

 

 

 

 3گر مینیمال های احاطهعضوی و تعداد مجموعه 3گر غیرمینیمال احاطه هایاختلاف تعداد مجموعه .18

 کدام است؟C6 عضوی گراف

1 )8                          3 )2                        2 )12                            2 ) 11 

 

 

 

 

 است؟مختلف کدام  11منتظم مرتبۀ  -2گری گراف های مجموع عدد احاطه .19

1)33                        2)32                       3)36                           4)  38 
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  دوم: گراففصل 

 چند مقدار مختلف می تواند باشد؟ 12منتظم مرتبۀ  -2گری گراف عدد احاطه .21

1 )5                          3 )3                         2 )2                              2 )2 

 

 

 

 

 کدام است؟ C55 گری گرافعدد احاطه .21

1 )32                          3 )31                        2 )18                                 2 ) 12 

 

–مجموع تعداد  .22 𝛄 های گراف هایمجموعه C6 وC5و C2 کدام است؟ 

1 )11                          3 )13                        2 )12                                 2 ) 12 

 

 

 

 

–مجموع تعداد  .23 𝛄 های گراف هایمجموعه P6 وP5و P2 کدام است؟ 

1 )7                           3 )8                           2 )2                                   2 ) 12 
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  دوم: گراففصل 

–مجموع تعداد  .24 𝛄 هایمجموعه C2 وC8و C7 کدام است؟ 

1 )33                         3 )32                         2 )32                                 2 ) 35 

 

 

 

 

–مجموع تعداد  .25 𝛄 هایمجموعه P2 و P8و P7 کدام است؟ 

1 )11                           3 )13                           2 )12                           2 ) 12 

 

 

 

 گری گراف مقابل کدام است؟عدد احاطه .26

1 )2                             

3 )5                              

2 )6                               

2 )7 
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  دوم: گراففصل 

 گری گراف مقابل کدام است؟عدد احاطه .27

1 )2                             

3 )5                              

2 )6                               

2 )7 

 

 گری گراف مقابل کدام است؟احاطه عدد .28

1 )5                             

3 )2                              

2 )2                               

2 )3 

 

 گری گراف مقابل کدام است؟احاطهعدد  .29

1 )5                             

3 )6                              

2 )7                               

2 )8 
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  دوم: گراففصل 

 گری گراف مقابل کدام است؟عدد احاطه .31

1 )2                             

3 )5                              

2 )6                               

2 )7 

 

 گری گراف مقابل کدام است؟عدد احاطه .31

1 )2                             

3 )2                              

2 )5                               

2 )6 

 

 گر مینیمم است؟گری گراف مقابل کدام است و دارای چند مجموعۀ احاطهعدد احاطه .32

1 )3-2                             

3 )3-2                              

2 )2-2                               

2 )2-2 
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  دوم: گراففصل 

 مجموعه است؟ 𝛄−دارای چند  K7 گراف .33

1 )7                            3 )12                          2 )38                             2 )25 

 

 عضوی دارد؟ 3گر مینیمال چند مجموعۀ احاطهگراف مقابل  .34

1 )12                              3 )2                              

2 )7                                2 )8 

 

 

 

 

 

گر های احاطهعضوی و مجموعه 2گر غیرمینیمال های احاطهدر گراف مقابل اختلاف تعداد مجموعه .35

 عضوی کدام است؟ 2مینیمال 

1 )3                             

3 )1                              

2 )2                               

2 )2 
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  دوم: گراففصل 

 قطعاً با کدام مجموعه عضو مشترک دارد؟ Dگر برای گراف مقابل است. مجموعه یک احاطه Dمجموعۀ  .36

1 ){e, f, i}               

3 ){c, d, f}                      

2 ){a, b, h}                   

2 ){g, a, c} 

 

 گر مینیمال است؟کدام مجموعه برای گراف مقابل یک مجموعۀ احاطه .37

1 ){d, h, i, c}           

3 ){b, h, f}               

2 ){b, c, e, g}                  

2 ){a, g, e, c} 

 

 گر مینیمم دارد؟کدام گراف فقط یک مجموعۀ احاطه .38

1 )P12                    3 )P12                      2 )P15                            2 )P16 

 

 عضوی دارد؟ 7گر مینیمال چند مجموعۀ احاطه C31 گراف .39

1 )3                        3 )2                          2 )2                                2 )5 
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  دوم: گراففصل 

 عضوی دارند؟ 3گر به ترتیب چند مجموعۀ احاطه H و G گراف های  .41

1 )7-8                     

3 )8-7                        

2 )7-7                             

2 )8-8 

 

 عضوی دارد؟ 2گر مینیمال گراف مقابل چند مجموعۀ احاطه .41

1 )6                      

3 )7                             

2 )2                                 

2 )8 

 

 گر مینیمم وجود دارد؟در گراف مقابل چند مجموعۀ احاطه .42

1 )6                          

3 )7                             

2 )8                                  

2 )2 
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  دوم: گراففصل 

 وجود دارد؟ bگر مینیمم شامل رأس در گراف مقابل چند مجموعۀ احاطه .43

1 )2                           

3 )6                             

2 )7                                  

2 )5 

 

 وجود دارد؟ d گر مینیمال شامل رأس در گراف مقابل چند مجموعۀ احاطه .44

1 )6                             

3 )5                              

2 )2                               

2 )2 

 

γ(G) وجود دارد که در آن ها 4ی و اندازه  4از مرتبۀ  G چند گراف  .45 =   باشد؟ 1

1 )12                          3 )11                            2 )13                            2 )12 
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  دوم: گراففصل 

γ(G) ،11از مرتبۀ  Gدر گراف  .46 = ∆) بیشترین مقدار خود را داراست. اگر این گراف دارای ∆و  3 + 1) 

 ؟وجود دارد 3باشد در این صورت چند دور به طول  2رأس درجه 

1 )1                             3 )3                              2 )2                              2 )2 

 

 

 

 

هایی به یکدیگر متصل شده اند. می دبیرستان وجود دارد که با جاده 7فرض کنید در یک شهرستان  .47

ا یا دارای هها مستقر کنیم به طوری که تمام دبیرستانخواهیم تعدادی ایستگاه امنیتی در برخی از دبیرستان

کیلومتر تا دبیرستان دارای ایستگاه امنیتی فاصله داشته باشد. فاصلۀ بین  7 ایستگاه امنیتی باشند یا حداکثر

 باشد. حداقل به چند ایستگاه امنیتی نیاز داریم؟ها به صورت مقابل میدبیرستان

1 )3                              

3 )2                              

2 )2                               

2 )5 

 
G F E D C B A  

2 2 7/5 12 8 2 2 A 

8/5 5/5 6 7/5 2/5 2 2 B 

12 5 11 2 2 2/5 8 C 

2/5 6 3 2 2 7/5 12 D 

8 2 2 3 11 6 7/5 E 

6 2 2 2 5 5/5 2 F 

2 6 8 2/5 12 8/5 2 G 

 

 

γ(G)، 11 از مرتبۀ G در گراف  .48 =  کدام است؟ G است. کمترین اندازۀ گراف  1

1 )8                            3 )2                             2 )12                             2 )11 
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  دوم: گراففصل 

γ(G) ،11از مرتبۀ  G در گراف  .49 =  کدام است؟ G است. بیشترین اندازۀ گراف  3

1 )28                           3 )22                            2 )52                            2 )51 

 

 

 

 

 مجموعه دارد؟ 𝛄−گراف مقابل چند .51

1 )2                             

3 )6                               

2 )7                               

2 )8 

 

 

 ؟گر مینیمم وجود دارددر کدام گراف فقط یک مجموعۀ احاطه .51
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  دوم: گراففصل 

 چند مقدار مختلف می تواند داشته باشد؟، P2 گر مینیمال برایاحاطه تعداد اعضای یک مجموعۀ .52

1 )3                       3 )2                          2 )2                          2 )5 

 

 

 

 حداقل دارای چند عضو است؟، P12 گر مینیمال براییک مجموعۀ احاطه .53

1 )5                       3 )7                          2 )2                          2 )6 

 

 حداکثر دارای چند عضو است؟، P15 گر مینیمال براییک مجموعۀ احاطه .54

1 )7                       3 )8                          2 )2                          2 )12 

 

 کدام است؟گری گراف مقابل عدد احاطه .55

1 )2                          3 )2                           

2 )5                          2 )6 

 

 گری گراف مقابل کدام است؟عدد احاطه .56

1 )3                        

3 )2                           

2 )2                           

2 )5 
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  دوم: گراففصل 

 گری گراف مقابل کدام است؟احاطهعدد  .57

1 )3                        

3 )2                           

2 )2                           

2 )5 

 

 باشد؟ eعضوی برای گراف مقابل وجود دارد که شامل رأس  3گر مینیمال چند احاطه .58

1 )1                        

3 )3                           

2 )2                           

2 )2 

 

 گری گراف مقابل کدام است؟عدد احاطه .59

1 )2                        

3 )2                           

2 )5                           

2 )6 
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  دوم: گراففصل 

 عضوی دارد؟ 2گر مینیمال گراف مقابل چند مجموعۀ احاطه .61

1 )2                        

3 )5                           

2 )6                           

2 )7 

 

 مجموعه دارد؟ 𝛄−گراف مقابل چند  .61

1 )6                         

3 )7                            

2 )8                            

2 )2 

 

 گر گراف مقابل کدام است؟عدد احاطه .62

1 )2                         

3 )3                            

2 )5                           

2 )2 
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  دوم: گراففصل 

⌉ گری برابردر کدام گراف عدد احاطه .63
n

∆+1
 باشد؟می ⌈

 

 

⌉ گری برابراحاطهدر کدام گراف عدد  .64
n

∆+1
 باشد؟نمی ⌈

 

 

 کدام است؟ kگر مینیمال برای گراف مقابل است. بیشترین مقدار عضوی از رئوس، یک احاطه kیک مجموعۀ  .65

1 )6                        3 )7                           

 

 کدام است؟ kگر مینیمال برای گراف مقابل است. بیشترین مقدار عضوی از رئوس، یک احاطه kیک مجموعۀ  .66

1 )8                         

3 )2                           

2 )12                           

2 )11 

 

 2 )2                       8 )2
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  دوم: گراففصل 

 باشد؟گر مینیمم نمیکدام گراف فقط دارای یک احاطه .67

  

 

γ(G)، 9از مرتبۀ  Gدر گراف همبند  .68 = بیشترین مقدار خود را دارا باشد و گراف فاقد دور  ∆ است. اگر 3

–باشد در این صورت چند  𝛄 مجموعه برای این گراف وجود دارد؟ 

1 )2                            3 )2                            2 )3                           2 )1 

 

 

 

 

 

γ(G)، 2 از مرتبۀ Gدر گراف همبند  .69 = بیشترین مقدار خود را دارا باشد و گراف فاقد دور  ∆است. اگر  3

 گر مینیمال در این گراف چند مقدار مختلف می تواند باشد؟باشد در این صورت تعداد اعضای یک مجموعۀ احاطه

1 )3                            3 )2                            2 )2                           2 )5 
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  دوم: گراففصل 

–باشد در این صورت تعداد مجموع  6گری برابر عدد احاطه Cn و  Cn+3 اگر در گراف های .71 𝛄 های مجموعه

 کدام است؟ Cn+3و  Cn+1و  Pn−1 هایگراف

1 )32                         3 )31                            2 )33                          2 )32 

 

 

 

 

–در گراف مقابل چند  .71 𝛄 مجموعه وجود دارد؟ 

1 )13                             

3 )11                             

2 )2                            

2 )12 

 

 دارد؟ bعضوی شامل رأس  3گر مینیمال گراف مقابل چند احاطه .72

1 )3                              3 )5                                

2 )2                               2 )2 
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  دوم: گراففصل 

 گری گراف مقابل کدام است؟عدد احاطه .73

2 )5                           2 )6 

 

 وجود دارد؟ bو  a عضوی شامل رئوس  4گر مینیمال در گراف مقابل چند مجموعۀ احاطه .74

1 )7                              

3 )8                             

2 )2                            

2 )12 

 

 مینیمال در گراف مقابل حداکثر دارای چند عضو است؟گر یک مجموعۀ احاطه .75

1 )7                              

3 )6                             

2 )8                            

2 )2 

 

 وجود دارد؟ P6عضوی در گراف 3گر مینیمال چند احاطه .76

1 )2                            3 )5                            2 )6                           2 )7 

 

                               2 )3                           2 )1
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  دوم: گراففصل 

 وجود دارد؟ C7  عضوی در گراف 4گر چند مجموعۀ احاطه .77

1 )22                            3 )32                            2 )36                           2 )38 

 

 

 

 

 گر مینیمم وجود دارد؟احاطهدر کدام گراف فقط یک مجموعۀ  .78

 

 

 (98)سراسری ریاضی    گر مینیمال است؟مجموعه برای گراف زیر، یک مجموعه احاطهکدام  .79

1) {a, c, e, g} 

2) {a, d, e, g} 

3) {a, b, d, e} 

4) {a, d, e, f} 
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  دوم: گراففصل 

 (98)خارج ریاضی   گر مینیمال است؟کدام مجموعه برای گراف زیر، یک مجموعه احاطه .81

1) {a, b, c, d, h} 2) {b, c, e, d, g} 

3) {a, c, e, d, h} 4) {a, c, e, d, g} 

 

 

 

 (99)سراسری ریاضی    گر مینیمال، نیست؟احاطه ، یک مجموعهدر گراف زیر، کدام مجموعه -81

1) {a, e, g} 

2) {a, f, g} 

3) {b, c, g} 

4) {c, f, h} 

 

 (99)خارج ریاضی   در گراف زیر، تعداد مجموعه های متمایز احاطه گر مینیمال، کدام است؟  -82

1) 37 

2) 6 

3) 2 

4) 2 
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 (0011)خارج ریاضی     برای گراف زیر، عدد احاطه گری مینیمال کدام است؟ -83

1 )3 

2 )2 

3) 2 

4 )5 

 

 (0011)سراسری ریاضی        گر مینیمال، کدام است؟ در گراف زیر، مجموعه احاطه -84

1) {b, h} 

2) {b, g, i} 

3) {a, c, h} 

4) {a, c, f, j} 

 

 
 (0011)سراسری ریاضی       کدام است؟  𝛄(𝑮)دهد. مقدار را نشان می Gشکل زیر، گراف  -85

1) 3 

2) 2 

3) 2 

4) 5 
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 فصل سوم: ترکیبیات

 درس اول: مباحثی در ترکیبیات

 یادآوری

 اصل اساسی شمارش)اصل ضرب(

طریق و ... و مرحلۀ  k2طریق و مرحلۀ دوم را به  k1مرحلۀ مستقل از هم باشد به طوری که مرحلۀ اول را بتوان  nاگر عملی دارای 

n  ام را بهkn  طریق انجام داد، در این صورت این عمل را به«k1 × k2 × …× kn» .طریق مختلف انجام داد 

 

 سؤال چهار گزینه ای پاسخ دهد؟ 5یک دانش آموز به چند طریق می تواند به  .1

 

 

 

 چند عدد چهار رقمی می توان ساخت به طوری که تکرار هم مجاز باشد؟ 9و  3و  5و  4با ارقام  .2

 

 

 

        (Permutation) جایگشت

 یکدیگر جایگشت گفته می شود. به نحوۀ قرار گرفتن چند شی در کنار

 تبدیل )ترتیب(

شی می  nشی از  kشی، ترتیب انتخاب ها مهم باشد تعداد جایگشت های آن ها را تبدیل یا ترتیب n شی از بین  kاگر در انتخاب 

,P(nگوییم و با نماد k) .آن را نمایش می دهیم                     P(n, k) =
n!

(n−k)!
 

 

 را بیابید.  KETABپنج حرفی انتخاب شده از حروف کلمۀ تعداد جایگشت های .3
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 را بیابید.  KONKOURحرفی انتخاب شده از حروف کلمۀ سه تعداد جایگشت های . 4

 

 

 

 

 چند کلمۀ چهار حرفی بدون توجه به مفهوم آن می توان ساخت؟ BOOKبا حروف کلمۀ  .5

 

 

 

تای آن ها از نوع  n2تای آن ها از نوع اول و یکسان و  n1به طوری که شی مفروض باشند  nقضیۀ جایگشت با تکرار: اگر  

  شی برابر است با: nام و یکسان باشند، در این صورت تعداد کل جایگشت های این kتای آن ها از نوع  nkدوم و یکسان و ... و

                              
n!

n1!×n2!×…×nk!
 

 

 

 

 چند عدد پنج رقمی می توان نوشت؟ 4و  3و 2و 0و  0با ارقام  .7

 

 

 

 

 (Combinationترکیب )

می گوییم و   شیnشی از kشی، ترتیب انتخاب ها مهم نباشد، تعداد جایگشت های آن ها را ترکیب  nشی از بین kاگر در انتخاب 

,C(nبا نماد  k) .آن را نمایش می دهیم 

C(n, k) =
n!

k! × (n − k)!
= (
n

k
) 

 

 

 

6. با ارقام 1 و 1 و 3 و3 چند عدد چهار رقمی می توان نوشت؟ 

 فصل سوم: ترکیبیات
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 سؤال را پاسخ دهد؟ 8سؤال پاسخ دهد. به چند طریق می تواند این  10سؤال از  8دانش آموزی باید به  .8

 

 

 

لنگه از این  2لنگ کفش انتخاب می کنیم. به چند طریق امکان دارد که  3جفت کفش متمایز  6از بین   .9
 جفت کفش باشد؟ کفش ها از یک

 

 چند قاعدۀ کلی در ترکیب ها وجود دارد که عبارتند از: 

 (
n

k
) = (

n

n − k
)                                                        (

n

0
) + (

n

1
) +⋯+ (

n

n
) = 2

n
   

 (
n

k − 1
) + (

n

k
) = (

n + 1

k
)  قاعدۀ پاسکال

 

n)ک میز گرد بچینیم یا بنشانیم تعداد حالت های آن برابر نفر را در ی nشی یا  nاگر بخواهیم   − 1) است و اگر جهت  !

دور اهمیت نداشته باشد تعداد حالت ها برابر 
(n−1)!

2
 خواهد بود. 

 

 چند عدد چهار رقمی می توان نوشت؟ 5، 5، 2، 1، 0با اعداد  .10

1 )11                 2 )30                      3 )31                             4 )00 
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 2مهندس برق و  4 نفره شامل 6مهندس مکانیک به چند طریق می توان یک گروه  5مهندس برق و  8از بین  .11

 مهندس مکانیک تشکیل داد؟

1 )000                  2 )1300                    3 )330                   4 )1030 

 

 

 

دانش آموز را به تصادف انتخاب کنیم  4دانش آموز غیرعینکی داریم. اگر  5آموز عینکی و  انشد 6در یک کلاس  .12

 دانش آموز غیرعینکی انتخاب شده است؟ 3در چند حالت حداقل 

1 )33                   2 )00                       3 )03                        4 )03 

 

 

کتاب فیزیک را در یک ردیف چید به طوری که هیچ دو کتاب فیزیکی  3اضی و کتاب ری 6به چند طریق می توان  .13

 )کتاب های هر درس مشابه می باشند.(  ؟در کنار هم نباشند

1 )23                    2 )33                        3 )20                      4 )31 

 

 

 

 

 رار می دهیم، مطلوب است:را به تصادف کنار یکدیگر قPELIKAN حروف کلمۀ  .14

 حرفی آن را بیابید. 0تعداد جایگشت های  الف:

 کنار هم باشند را بیابید. A و Lتعداد کلماتی که دو حرف  ب:

 ختم می شود را بیابید. Kشروع و به حرف  Nتعداد کلماتی که با حرف  ج:

 هم باشند را بیابید.نیز در کنار  I و P کنار هم و دو حرف Nو Eتعداد کلماتی که دو حرف  د:

 تعداد کلماتی که حروف صدادار و بی صدا یک در میان باشند را بیابید. ر:

 تعداد کلماتی که حروف صدادار فقط در مکان های فرد باشند را بیابید. ز:
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320 

 فصل سوم: ترکیبیات

 د را بیابید.( در کنار هم باشنIقبل از   E و Eاز   Aتعداد کلماتی که حروف صدادار به ترتیب حروف الفبا )یعنی قبل و:

 

 

 تعداد کلماتی که حروف صدادار در کنار هم و حروف بی صدا در کنار هم باشند را بیابید. هـ :

 

 

 تعداد کلماتی که حروف صدادار به ترتیب حروف الفبا باشند را بیابید. ی:

 

 

 

 

 

 رسید؟ Bبه Aمی توان از  اگر در شکل مقابل فقط حرکت به سمت راست و حرکت به سمت بالا مجاز باشد، به چند طریق .15

1 )120                        2 )00                          

3 )60                           4 )10 

 

 

 

 

 نفره واقع در یک هتل اسکان داد؟ 3نفره و  2نفر را به چند طریق می توان در سه اتاق یک نفره،   6 .16

1 )120                       2 )00                        3 )113                        4 )30 

 

 

 

 

 

 

A 

B
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 نفر باشد؟ 4زوج، چهار نفر را انتخاب می کنیم، به چند طریق امکان دارد که فقط یک زوج در بین این  6از بین  .17

1 )110                      2 )00             3 )120                     4 )230 

 

 

 

 

دقیقاً بعد از  aدر یک اتاق حضور دارند. به چند طریق امکان دارد که روز تولد فرد  a ،b ،c ،dچهار نفر به نام های  .18

 باشد؟ bروز تولد فرد 

1 )333                      2 )263              3 )312                   4 )233 

 

 

 

 

 

 حوزۀ مختلف kدر  شی یکسان nتوزیع 

 جعبۀ مختلف قرار داد؟ 3سیب یکسان را در  5به چند طریق می توان  .19

 

 

 

 

 

 انگشت دست چپ )به جز انگشت شست( قرار دارد؟ 4انگشتر یکسان را در  6به چند طریق می توان  .20
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k)حوزۀ مختلف،  kشی یکسان در  nبرای توزیع    − تعداد کل حالت  شی یکسان وجود دارند که nخط عمودی و  (1

)های تقسیم بندی برابر
n+k−1

k−1
 است. (

 
x1جواب های صحیح و نامنفی معادله  تعداد + x2 +⋯+ xk = n  

,0,1,2,3} اعداد صحیح و نامنفی در واقع همان اعداد حسابی می باشند که عبارتند از … } . 

 

x1 معادلۀ .21 + x2 + x3 =  چند جواب صحیح و نامنفی دارد؟ 3

 

 

 

 

x1تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادلۀ   + x2 +⋯+ xk = n  برابر(
n+k−1

k−1
 است.  (

 
xiتذکر: جواب های صحیح و نامنفی یعنی ≥ iبه طوری که  0 ∈ {1,2, … , k}. 

x1 معادلۀ .22 + x2 + x3 + x3 = x1 چند جواب صحیح ونامنفی دارد به طوری که 0 ≥  باشد؟ 2

 

 

 

 

,ckاگر   … , c2, c1  اعدادی صحیح باشند، تعداد جواب های صحیح معادلۀx1 + x2 +⋯+ xk = n  به طوری که

x1 ≥ c1  وxk ≥ ck , … , x2 ≥ c2  باشد برابر(
n+k−1−(c1+c2+⋯+ck)

k−1
 است. (

 

 

 

 



 

 
330 

x1 معادلۀ .23 + x2 + x3 + x3 + x3 = xiری کهچند جواب صحیح دارد به طو 13 ≥ i) باشد؟ 2 = 1,2, … ,3) 

1 )112                           2 )00                    3 )33                      4 )30 

 

 

 

 

x1 معادلۀ .24 + x2 + x3 + x3 =  چند جواب صحیح و مثبت دارد؟ 0

 

 

 

 

x1تعداد جواب های صحیح و مثبت معادلۀ   + x2 +⋯+ xk = n  برابر(
n+k−1−(1×k)

k−1
) = (

n−1

k−1
 است. (

 

x1 معادلۀ .25 + x2 + x3 = 2که چند جواب صحیح و نامنفی دارد به طوری   6 ≤ x1 ≤  باشد؟  3

 

 

 

 

شاخه ای  از سه نوع گل ساخت به طوری که از هر نوع گل حداقل یک  8به چند طریق می توان یک دسته گل  .26

 شاخه موجود باشد؟

1 )21                    2 )23                      3 )11                       4 )21 

 

 

 

x1 معادلۀ .27
3 + x2 + x3 + x3 =  چند جواب صحیح و نامنفی دارد؟ 0

1 )30                    2 )03                      3 )21                       4 )32 
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x1 نامعادلۀ .28 + x2 + x3 ≤  چند جواب صحیح ونامنفی دارد؟   3

 

 

 

 

x1تعداد جواب های صحیح و نامنفی نامعادلۀ   + x2 +⋯+ xk ≤ n   برابر تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادلۀ 

 x1 + x2 +⋯+ xk + y = n   می باشد که هر دو برابر(n+k
k
 است. (

 

x1دلۀاثبات: می دانیم تعداد جواب های صحیح و نامنفی نامعا + x2 +⋯+ xk ≤ n   :برابر است با     

                             (
k−1

k−1
) + ( k

k−1) + (
k+1

k−1
) + (

k+2

k−1
) +⋯+ (

n+k−1

k−1
) 

)به جای 
k−1

k−1
k)می نویسیم  (

k
 و از قاعده پاسکال استفاده می کنیم. (

(k
k
) + (

k
k−1) + (

k+1

k−1
) +⋯+ (

n+k−1

k−1
) = (

k+1

k
) + (

k+1

k−1
) + (

k+2

k−1
) +⋯+ (

n+k−1

k−1
) = ⋯  

= (
n+k−1

k
) + (

n+k−1

k−1
) = (n+k

k
)  

n+k)ملاحظه می گردد که با ادامۀ این روش به 
k
 می رسیم که برابر با تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادلۀ (

 x1 + x2 +⋯+ xk + y = n  .می باشد 

 چند تاست؟ 3

a)می دانیم در بسط پاسخ:  + b + c + d)5 جملۀ ،(a + b + c + d)  پنج بار در خودش ضرب می شود. پس برای محاسبۀ هر

 یک از جملات این بسط باید از هر پنج پرانتزی که در هم ضرب می شوند، یک حرف را انتخاب کنیم.

 aو از پرانتز پنجم حرف  b، از پرانتز چهارم حرف dسوم حرف  ، از پرانتزcف ، از پرانتز دوم حرaبه طور مثال اگر از پرانتز اول حرف 

خواهیم داشت. بنابراین هر جملۀ این بسط به صورت  a2bcdیا  acdbaرا انتخاب کنیم جمله ای به صورت 

a
x

1b
x

2c
x

3d
x

x1 است که در آن 4 + x2 + x3 + x4 = عداد جملات این بسط برابر با تعداد می باشد. پس ت 5

x1  جواب های صحیح و نامنفی معادلۀ + x2 + x3 + x4 = )است که برابر با   5
5+3

3
) = (

8

3
) =  باشد.می   55

 

(a + b + c + d) 29. تعداد جواب ی بسط
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a1)تعداد جملات بسط   + a2 +⋯+ ak)
n

)برابر با  
n+k−1

k−1
 است. (

 

x) در بسط .30 + y + z)6 ضریب جملۀ x3y3z2 .را بیابید 

x)طبق آن چه در سؤال قبل بیان کردیم می دانیم که در بسط پاسخ:  + y + z)9  جملۀ(x + y + z)  نه بار در خودش ضرب

)باشد که این عمل به  xتا از انتخاب ها  3پرانتز  9در جملۀ مورد نظر باید از  x3شود. پس برای ظاهر شدن می
9

3
طریق امکان پذیر  (

)باشد که به  yتا از انتخاب ها  4پرانتز باقی مانده باید  5از است. همچنین 
5

4
پرانتز باقی مانده باید  2طریق ممکن می باشد و در آخر از  (

)را انتخاب کنیم که این عمل هم به  zحرف 
2

2
 طریق امکان پذیر است.  (

)برابر  x3y4z2پس در کل ضریب جملۀ 
9

3
)(

5

4
)(

2

2
) =

9!

3!4!2!
=  تکرار تغییر در جایگاه های بااست. طبق قضیۀ جایگشت  1251

x ها و یاyها یاz ها جملۀ جدیدی را به وجود نمی آورد و همگی یک جمله می باشند که مجموع آن ها )ضریب آن ها( در این بسط

برابر
9!

3!4!2!
=  است.  1251

a1)در بسط   + a2 +⋯+ ak)
n

a1ضریب جملۀ  

x1a2

x2 …ak
xk  به طوری کهx1 + x2 +⋯+ xk = n  باشد

برابر با 
n!

x1!×x2!×…×xk!
 است. 

 

 مربع های لاتین

تدریس  Cو  Bو  Aدر سه کلاس  2-3و  10-12و  1-10سه معلم به نام های احمدی، کریمی و عباسی قصد دارند در سه جلسۀ 

      ر کلاس سه جلسۀ درسی خواهد داشت و هر معلم دقیقاً یکبار در هر یک از کلاس ها کنند به طوری که ه

 تدریس کنند. می توان برنامه ریزی کلاسی این سه معلم را به صورت زیر در نظر گرفت تا از تداخل در برنامۀ آن ها جلوگیری کرد.  

 جلسه 

 کلاس
8-10 12-10 4-2 

A عباسی کریمی احمدی 

B کریمی احمدی عباسی 

C احمدی عباسی کریمی 
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 با این برنامه ریزی:

 الف: هیچ معلمی در هیچ یک از سه جلسۀ مذکور بیکار نیست.

 ب: هیچ معلمی در هیچ کلاسی بیش از یک بار تدریس نکرده است.

 ج: هر سه معلم در هر سه کلاس تدریس کرده اند.

 صورت نگرفته است. د: تداخل در برنامه ریزی هیچ کلاسی و هیچ معلمی

nمربع لاتین: یک جدول مربعی   × n  از اعدادn,… …,nکه سطرها و ستون های آن با اعداد  2,1, پر شده باشد به  2,1,

می گوییم. به هر یک n طوری که در هیچ سطر آن و نیز در هیچ ستون آن عدد تکراری وجود نداشته باشد را یک مربع لاتین مرتبۀ 

 بع لاتین یک آرایه می گوییم.از اعداد درون یک مر

 

 در زیر نمایش داده شده است. 3و یک مربع لاتین مرتبۀ  3، یک مربع لاتین مرتبۀ 2یک مربع لاتین مرتبۀ  

2 1 3 3 

3 2 1 3 

3 3 2 1 

1 3 3 2 
 

 

3 1 2 

2 3 1 

1 2 3 

 

2 1 

1 2 

 
را با هم تعویض کرد زیرا طبق تعریف مربع لاتین در هیچ می توان جای دو سطر و یا دو ستون  nدر مربع لاتین مرتبۀ  

 سطر یا در هیچ ستونی درآیۀ تکراری وجود ندارد.

 

 وجود دارد؟ 2چند مربع لاتین مرتبۀ  .31

 

 

 

 

 وجود دارد؟ 3چند مربع لاتین مرتبۀ  .32
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را قرار  nتا  1یق می توان اعداد طر !nبخش پذیر است زیرا در سطر اول به  !nهمواره بر  nتعداد مربع های لاتین مرتبه  

 و ... می باشد. 101210و  300و  12و  2و  1و ... به ترتیب برابر  3و  3و  3و  2و  1داد. تعداد مربع های مرتبه 

 

3 اگر در یک مربع .33 × a22 درآیه های 3 = a23و  1 = a33و  2 = a33و  1 = به چند طریق می توان آن را به ، 3

 یل کرد؟مربعی لاتین تبد

 1 )3                         

 2 )3                         

 3 )2                        

 4 )1 

 

3 اگر در یک مربع .34 × a22 درآیه های 3 = a23 و 1 = a33 و 2 = a33 و 3 = به چند طریق می توان آن را به ، 3

 مربعی لاتین تبدیل کرد؟

 

 

 

 

 مربع لاتین چرخشی

که هر سطر آن با جایگشت دوری  nیک مربع لاتین مرتبۀ 

از سطر قبلی آن به دست می آید را مربع لاتین چرخشی 

می گوییم. در شکل مقابل یک مربع لاتین چرخشی مرتبۀ 

n شده است. نمایش داده 

 

n 1

n-1 2

3
. . .

n 1

n-1 2

3
. . .

n 1

n-1 2

3
. . .

n 1

n-1 2

3
. . .

...

 

 

n n-1 … 3 2 1 

n-1 n-2 … 2 1 n 

n-2 n-3 … 1 n n-1 

⋮ ⋮ … ⋮ ⋮ ⋮ 
2 1 … 3 3 3 

1 n … 3 3 2  

 

 

An = 
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 فصل سوم: ترکیبیات

 بنویسید. 4ی و یک مربع لاتین چرخشی مرتبه 3ی یک مربع لاتین چرخشی مرتبه .35

 

 

 

 

 

 

 

 )مشابه تمرین کتاب درسی(      بنویسید.  5دو مربع لاتین مرتبۀ  .36

 با توجه به تعریف مربع لاتین چرخشی به راحتی می توان چندینپاسخ: 

نوشت )با جا به جایی سطرها یا ستون ها( ولی مربع  5مربع لاتین مرتبۀ 

های لاتین غیر چرخشی را می نویسیم تا کمی زمان صرف کنیم و کمی 

 فسفر بسوزانیم.

 

ال جایگشت بر روی اعضای یک مربع لاتین یک مربع لاتین دیگر به وجود می آید زیرا در غیر این صورت در سطر یا با اعم 

ستونی از مربع جدید عضو تکراری وجود خواهد داشت که با توجه به خواص جایگشت ایجاب می کند که در سطر یا ستونی از مربع 

 ا تعریف مربع لاتین در تناقض است.اول نیز عضو تکراری وجود داشته باشد و این ب

 

 جدول دوم حاصل شده است. 2و  1و  3از جدول اول به ترتیب با اعداد  3و  2و  1جایگزینی اعداد  

2 1 3 

1 3 2 

3 2 1 
 

1 → 3 

                 
→      

2 → 1 

3 → 2 

3 2 1 

2 1 3 

1 3 2 
 

 

 

 

3 3 3 2 1 

3 3 1 3 2 

1 2 3 3 3 

2 3 3 1 3 

3 1 2 3 3  

 

 و

 

3 3 3 2 1 

3 1 3 3 2 

1 2 3 3 3 

3 3 2 1 3 

2 3 1 3 3  
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  دوم: گراففصل 

حاصل شده است. اگر در  Bمربع  2، 4، 1، 3به ترتیب با اعداد  Aاز مربع لاتین  4، 3، 2، 1با اعمال جایگشت اعداد  .37

a23 درآیه Aمربع  = b22 درآیه های B باشد و در مربع 3 = b33 = b33و  1 = باشند در این صورت مجموع  2

,a32 درآیه های a31, a11  کدام است؟ 

1 )10                          

2 )0                          

3 )1                         

4 )6 

 

حاصل شده است. اگر در  Bمربع  2، 4، 1، 3به ترتیب اعداد  Aاز مربع لاتین  4، 3، 2، 1با اعمال جایگشت اعداد  .38

a23درآیه های  Aمربع  = a33 = a33 و 1 = b12 درآیه های Bو در مربع  3 = b31و  3 = باشند در این صورت  2

 کدام است؟ Bدر مربع  b33و  b31 از مجموع درآیه های Aدر مربع  a13و  a22جموع درآیه های اختلاف، م

1 )2                        

2 )1                        

3 )1-                      

 4 )2- 

 

 دو مربع لاتین متعامد

ز کنار هم قرار دادن درآیه های نظیر از این دو مربع، مربع جدیدی از همان دو مربع لاتین هم مرتبه باشند و ا Bو  Aفرض کنید 

و تمام ارقام سمت  Aمرتبه حاصل شود که هر خانۀ آن حاوی یک عدد دو رقمی است که تمام ارقام سمت چپ مربوط به مربع 

  متعامدند اگر هیچ کدام از اعداد دو  Bو  A)و یا برعکس( است. در این صورت می گوییم دو مربع لاتین  Bراست مربوط به مربع 

 رقمی موجود در خانه های مربع جدید تکرار نشده باشند.
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 متعامدند. Bو  Aدو مربع لاتین  

11 23 32 

33 12 21 

22 31 13  

⇒ 
1 3 2 

3 2 1 

2 1 3  

B = 
1 2 3 

3 1 2 

2 3 1  

A = 

 

nمی توان  nتا  1توجه: می دانیم با اعداد  × n = n2  عدد دو رقمی مختلف ساخت. اگرA  وB  دو مربع لاتین متعامد باشند از

 تا عدد دو رقمی مختلف تشکیل شود. n2کنار هم قرار دادن درآیه های آن ها باید این 

وری که طتذکر: برای آن که نشان دهیم دو مربع لاتین، متعامد نیستند کافیست در یکی از دو مربع دو آرایۀ یکسان پیدا کنیم به 

 در جایگاه های نظیر به این دو درآیه در مربع دیگر نیز درآیه ها با هم یکسان باشند. در این صورت دو مربع لاتین، متعامد نیستند.

 دو مربع لاتین زیر متعامد نیستند زیرا درآیه های متمایز شده در هر دو با هم برابرند. 

3 3 2 1 

3 2 1  3  

2 1 3 3 

1 3 3 2 
 

 

B = 

 1 2 3 3 

3 3 1 2 

3 3 2 1 

2 1 3 3 
 

 

A = 

 

2 آیا دو مربع لاتین متعامد .39 ×  )مشابه تمرین کتاب درسی(      وجود دارد؟ 2

 

 

 

 

 وجود دارد؟ 3چند جفت مربع لاتین متعامد از مرتبه  .40
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nبرای   = nدو مربع لاتین متعامد وجود ندارد. برای  1,2,0 = nو  3 = متعامد به ترتیب تعداد جفت مربعات لاتین  3

 تا می باشند. 3330و  30برابر 

 

 

nبرای هر  توجه: ≠  حداقل دو مربع لاتین متعامد وجود دارد. 1,2,0

 قطر پراکنده

عضوی از درآیه های متمایز به طوری که هیچ دو درآیه ای در یک سطر یا یک ستون  nبه یک مجموعه  nدر یک مربع لاتین مرتبۀ 

 پراکنده می گوییم. قرار نداشته باشند یک قطر

 درآیه ها با شکل های یکسان نشان دهندۀ یک قطر پراکنده در مربع لاتین هستند. 

 

3

3

3

3 4 21

2

2

2 1 4

41

4 1

 

 قطر پراکنده باشد. nدارای زوج متعامد است اگر و تنها اگر دارای  nمربع لاتین مرتبۀ   

 

 کدام مربع لاتین، زوج متعامد ندارد؟ .41

 

1) 

3 3 1 2 

1 2 3 3 

2 1 3 3 

3 3 2 1 
 

 

2) 

3 3 2 1 

3 2 1 3 

2 1 3 3 

1 3 3 2 
 

 

3) 

1 3 3 2 

3 1 2 3 

3 2 1 3 

2 3 3 1 
 

 

3) 

2 1 3 3 

1 2 3 3 

3 3 2 1 

3 3 1 2 
 

 درست است. 2پاسخ: گزینۀ 

، مربع 2دارند. مربع لاتین گزینۀ مد ، زوج متعا15قطر پراکنده هستند بنابراین طبق نکتۀ  4دارای  4و  3و  1هر سه گزینۀ 

 لاتین چرخشی مرتبۀ زوج است.
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 سوال مهم: آیا همۀ مربع های لاتین چرخشی دارای زوج متعامد نیستند؟

قطر پراکنده است بنابراین طبق  3مقابل دقت کنید. می بینیم که دارای  3برای جواب به این سوال به مربع لاتین چرخشی مرتبۀ 

 رای زوج متعامد می باشد.دا قبلنکتۀ 

32

3 2

12 3

1

1

 

 :nدر یک مربع لاتین چرخشی مرتبۀ  

nزوج باشد ) nالف( اگر  ≥  (، هیچ زوج متعامدی ندارد.2

nفرد باشد ) nب( اگر  ≥  (، دارای زوج متعامدی می باشد.3

 

a11 درآیه های Aمتعامدند. اگر در مربع  Bو  Aدو مربع لاتین  .42 = a21و  3 = a22و  1 = a33و  2 = و در مربع  3

B درآیه های b33 = b22 و 3 = b13 و 3 = b31و  1 = و  a23و  a12 باشند در این صورت مجموع درآیه های 2

b23  وb31  می باشند.( 4کدام است؟ )هر دو مرتبۀ 

1 )0                          

2 )1                           

3 )6                       

 4 )0 
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3 دو مربع لاتین .43 ×  )مشابه تمرین کتاب درسی(      مقابل را در نظر بگیرید. 3

 الف( آیا دو مربع لاتین متعامدند؟

 

 

 

 

 بنامید.  ′𝐁، مربع لاتین جدیدی به دست آورید و آن را Bدلخواه برای اعضای ب( با انجام یک جایگشت 

 متعامدند؟ ′𝐁و  Aآیا 

 

 

 

 

 

 

 Bبر اعضای مربعی لاتین حاصل از اعمال یک جایگشت  B1 و دو مربع لاتین متعامد باشند Bو  Aثابت کنید اگر  .44

 مشابه تمرین کتاب درسی()      نیز متعامدند. B1و  A این صورت باشد در

 استفاده از برهان خلف.پاسخ: 

یکسان  B1ها در وجود دارد که درآیه های نظیر به آن Aمتعامد نیستند. بنابراین دو درآیۀ یکسان در  B1و  Aفرض خلف: دو مربع لاتین 

با مربع  Bلاتین می باشد ولی مربع لاتین  هم مربع Bمربع لاتین است، پس مربع  B1خاصیت جایگشت از آن جایی که طبق است و 

نیز با هم یکسان می باشند که  Bوجود داشت، در مربع  Aدر که متعامد نیست زیرا باز هم درآیه های نظیر به دو درآیۀ یکسانی  Aلاتین 

نیز  B1و  Aمربع لاتین  ( در تناقض است. بنابراین فرض خلف نادرست است و دوBو  Aبا فرض مسئله )متعامد بودن دو مربع لاتین 

 متعامد می باشند.

 
اگر دو مربع لاتین، متعامد باشند، مربع لاتینی که با جایگشت بر روی اعضای یکی از آنها به دست می  

 آید نیز با مربع لاتین دیگر، متعامد است.

 

2 1 3 3 

3 3 2 1 

3 3 1 2 

1 2 3 3  

B و = 
 

 

2 1 3 3 

1 2 3 3 

3 3 2 1 

3 3 1 2  

 

 

A = 
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د به گونه ای که هر کارگر با هر روز هفته کار کنن 5نوع الیاف در  5نوع ماشین ریسندگی و  5کارگر با  5قرار است  .45

نوع ماشین و هر نوع الیاف دقیقاً یک بار کار کرده باشد و نیز هر الیاف در هر ماشین دقیقاً یک بار به کار گرفته 

 )مشابه تمرین کتاب درسی(       شود. برای این مسئله برنامه ریزی کنید.

روز هفته، با هر دستگاه دقیقاً یک بار کار کرده باشند. پس باید یک مربع  5کارگر در  5ابتدا به گونه ای برنامه ریزی می کنیم که این پاسخ: 

5لاتین  × ماشین ریسندگی باشند و هر سطر نشان دهندة یک روز هفته و هر ستون  5نمایانگر  5تا  1طراحی کنیم به طوری که اعداد  5

 (1نشان دهندة یک کارگر باشد. )شکل 

روز هفته، از هر نوع الیاف دقیقاً یک بار استفاده کنند. از آن جایی که در صورت  5کارگر در  5ه ریزی می کنیم که این اکنون به گونه ای برنام

5سوال گفته شده است هر الیاف در هر ماشین دقیقاً یک بار به کار رفته باشد باید یک مربع لاتین  ×  Aطراحی کنیم تا با مربع لاتین  5

باشد. یهر ستون نشان دهنده یک کارگر م نوع الیاف در نظر بگیریم و هر سطر نشان دهندة یک روز هفته و 5را نمایانگر  5ا ت 1متعامد باشد. اعداد 

5را در کنار هم در یک مربع جدید قرار دهیم یک مربع لاتین  Bو  Aحالا اگر درآیه های نظیر از دو مربع لاتین متعامد  (2)شکل  × به شکل  5

 (3که می توانیم تمامی اطلاعات هفتگی مربوط به کارگرها، دستگاه ها و الیاف ها را از آن استخراج کنیم. )شکل زیر خواهیم داشت 

W3 W3 W3 W2 W1  

 شنبه 1 2 3 3 3

 یکشنبه 2 3 3 3 1

 Aدوشنبه=  3 3 3 1 2

 سه شنبه 3 3 1 2 3

 چها شنبه 3 1 2 3 3

 (1شکل )       

W3 W3 W3 W2 W1  

 شنبه 1 2 3 3 3

 یکشنبه 3 3 3 1 2

 Bدوشنبه=  3 1 2 3 3

 سه شنبه 2 3 3 3 1

 چها شنبه 3 3 1 2 3

 (2شکل )                   

W3 W3 W3 W2 W1  

 شنبه 11 22 33 33 33

 یکشنبه 23 33 33 31 12

 دوشنبه 33 31 32 13 23

 سه شنبه 32 33 13 23 31

 چها شنبه 33 13 21 32 33

 (3شکل )                    
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  روشی برای ساختن دو مربع لاتین متعامد از مرتبه فرد

3با انجام مراحل زیر می توانیم دو مربع لاتین  ×  متعامد به دست آوریم. 3

 م.را با نظم خاصی که در شکل های الف و ب دیده می شود، می چینی 3تا  1اعداد ( 1

       

از کنار هم قرار دادن اعداد متناظر از شکل های الف و ب شکل ج را به دست می آوریم که در آن عدد دو رقمی تکراری وجود ( 2

 ندارد.

31

32

33

33

3333332211

12

13

13

13

23

33

333323

23

333221

32

31

31

 

 )ج(

3اکنون مربع پر رنگ ( 3 × عدد هم بیرون  12رفی خانۀ بدون عدد است، از ط 12وسط را در نظر بگیرید. می بینیم که دارای  3

 این مربع پر رنگ قرار دارند. پس به شکل زیر عمل می کنیم تا مربع مقابل حاصل شود.

 خانه به سمت راست انتقال می دهیم. 3االف( هر کدام از چهار مربع سمت چپ را 

 خانه به سمت چپ انتقال می دهیم. 3کدام از چهار مربع سمت راست را ب( هر 

 خانه به پایین انتقال می دهیم. 3ج( هر کدام از چهار مربع بالا را 

 خانه به بالا انتقال می دهیم. 3د( هر کدام از چهار مربع پایین را 

 

 

 

33 23 32 13 31 

21 33 13 32 33 

33 11 33 33 22 

12 33 31 23 33 

33 32 23 31 13 



 

 

 
333 
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ین تفکیک می کنیم به طوری که در یکی از اعداد سمت چپ و را به دو مربع لات 3اکنون مربع لاتین به وجود آمده در مرحلۀ ( 4

 در دیگری اعداد سمت راست قرار می دهیم. این دو مربع لاتین، متعامد می باشند.

 

 

  

3 3 2 3 1 

1 3 3 2 3 

3 1 3 3 2 

2 3 1 3 3 

3 2 3 1 3  

 و

3 2 3 1 3 

2 3 1 3 3 

3 1 3 3 2 

1 3 3 2 3 

3 3 2 3 1  

⇒ 

33 23 32 13 31 

21 33 13 32 33 

33 11 33 33 22 

12 33 31 23 33 

33 32 23 31 13  
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 پرسش های تشریحی

نفر را که دو به دو برادر یکدیگرند، در دو طرف یک میز مستطیل شکل نشاند. هر گاه  8به چند طریق می توان  .1

 سی()مشابه تمرین کتاب در       بخواهیم هر نفر روبه روی برادرش بنشیند؟

 

 نهال سرو باید در یک ردیف کاشته شوند به طوری که: 3نهال سپیدار و  4نهال چنار،  7تعداد  .2

Ι.نهال های ابتدا و انتهای ردیف چنار باشند ) 

ΙΙ.هیچ دو نهال سرو مجاور هم نباشند ) 

ΙΙΙ.هیچ دو نهال سپیدار مجاور هم نباشند ) 

ΙV واقع شود.( هر نهال سرو بین یک چنار و یک سپیدار 

V )).انجام این کار به چند طریق امکان پذیر است؟ )نهال های هم نوع، یکسان محسوب می شوند 

 

A اگر فرض کنیم .3 = B و {1,2,3,3} = رقمی می توان نوشت که شامل  5در این صورت چند رمز یا کد  ،{3,0,0,1,6}

 ی()مشابه تمرین کتاب درس       باشد؟  Bو سه رقم از  Aدو رقم از 

 

 کتاب ریاضی متفاوت را به چند طریق می توانیم در یک قفسه و در یک ردیف بچینیم، اگر:  5کتاب فیزیک متفاوت و  4 .4

 )مشابه تمرین کتاب درسی(

 الف( هیچ محدودیتی نباشد.

 ب( همواره کتاب های فیزیک کنار هم باشند.

 ج( هیچ دو کتاب ریاضی کنار هم نباشند.

 خاص و دو کتاب فیزیک خاص همواره کنار هم باشند.د( یک کتاب ریاضی 

 

 دانش آموز پایۀ یازدهم را در یک ردیف چید به طوری که  6دانش آموز پایۀ دوازدهم و  4به چند طریق می توان  .5

  دانش آموزان پایۀ دوازدهم در کنار یکدیگر باشند؟
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 )مشابه تمرین کتاب درسی(    رقمی می توان نوشت؟ 6چه تعداد کد  0,0,0,0,3,3 با ارقام .6

 

 

 می توان نوشت؟ 1,2,3,3,3,1 با ارقام 248چند عدد سه رقمی بزرگتر از  .7

 

 را بیابید. DELARAMتعداد جایگشت های سه حرفی انتخاب شده از حروف کلمۀ  .8

 

 چند عدد چهار رقمی می توان نوشت؟ 6,3,3,1,1,1با ارقام  .9

 

 9جعبه حاوی اجناس تولید شدة خاصی کد گذاری کرده و هر جعبه را با یک کد شامل  می خواهیم روی تعدادی .10

,𝐝حرف  𝐝, 𝐝, 𝐜, 𝐜, 𝐛, 𝐚, 𝐚, 𝐚 از بقیه مجزا کنیم. ما حداکثر چند جعبه را می توانیم با این کدها از بقیه مجزا کنیم؟  

 )مشابه تمرین کتاب درسی(

 
 )مشابه تمرین کتاب درسی(     نفره قرار بگیرند؟ 3نفره و یک اتاق  2ق نفر به چند طریق می توانند در دو اتا 7 .11

 
 متوالی نباشند را بیابید. Sکه در آنها هیچ دو حرف  MISSISSIPPIتعداد جایگشت های حروف کلمۀ  .12

 

 ب درسی()مشابه تمرین کتا  شاخه گل انتخاب کرد و هر گاه بخواهیم: 11نوع گل  5به چند طریق می توان از  .13

 الف( به دلخواه انتخاب کنیم.

 ب( از هر نوع گل حداقل یک شاخه انتخاب کرده باشیم.

 ج( از گل نوع دوم حداقل دو شاخه و از گل نوع پنجم بیش از سه شاخه انتخاب شود.

 شاخه انتخاب شود. 3د( از گل سوم انتخاب نشده و از گل نوع چهارم حداقل 

 
 )مشابه تمرین کتاب درسی(  حیح و نامنفی هر یک از معادلات زیر با شرط های داده شده:مطلوب است تعداد جواب ص .14

x1 (الف + x2 +⋯+ x3 = 10   xi > 0  , 2 ≤ i ≤ 3 

x1 (ب + x2 +⋯+ x0 = 12   x1 > 2  , x3 ≥ 3 

x1 (پ + x2 +⋯+ x3 = 11   xi ≥ 1  , 1 ≤ i ≤ 3 

x1 (ت + 3x2 + x3 + x3 = 0  xi ≥ 0  , 1 ≤ i ≤ 3    

x1 (ث +√x2 + x3 + x3 = 3  xi ≥ 0  , 1 ≤ i ≤ 3 

2x1 (ج + 3x2 + 0x3 = 30 
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abc و نامنفی برای معادلۀ  چند جواب صحیح .15 = 3
3
× 3

3
 وجود دارد؟ 

 

 ی()مشابه تمرین کتاب درس    نفر و به دلخواه توزیع کرد؟ 3توپ یکسان را بین  5به چند طریق می توان  .16

 

 توپ برسد؟ 3نفر توزیع کرد به طوری که به یکی از آنها دقیقاً  4توپ یکسان را بین  5به چند طریق می توان  .17

 

 نفر توزیع کرد هر گاه بخواهیم هر نفر حداقل یک توپ داشته باشد؟ 4توپ یکسان را بین  8به چند طریق می توان  .18

 )مشابه تمرین کتاب درسی( 

 

 به دست می آید؟ HODAAکلمه  Mحرف  3، با حذف هر MOHAMMADایگشت از حروف کلمۀ در چند ج .19

 

  آیا مربع لاتین حاصل از اعمال یک جایگشت روی اعضای یک مربع لاتین دلخواه می تواند با مربع اولیه متعامد باشد؟ .20

 )مشابه تمرین کتاب درسی(

 

به گونه ای تدریس کنند که هر مدرس در هر  C1 تا C0 کلاس 6متوالی در  جلسۀ 6در  T1 تا T0 مدرس 6قرار است  .21

 )مشابه تمرین کتاب درسی(    کلاس دقیقاً یک جلسه تدریس کند. برای این منظور برنامه ریزی کنید.

 

 )مشابه تمرین کتاب درسی(        بنویسید. 7دو مربع لاتین مرتبۀ  .22

 

راننده در هفت روز هفته با هفت ماشین مختلف در هفت مسیر مختلف  7ل رانی قرار است در یک مسابقۀ اتومبی .23

 )مشابه تمرین کتاب درسی(          مسابقه دهند به طوری که شرایط زیر برقرار باشد:

 الف( هر راننده هر روز با یک ماشین در یک مسیر رانندگی کند.

 نندگی کند.ب( هر راننده با هر ماشین دقیقاً یک روز را

 پ( هر راننده هر روز دقیقاً یک بار به کار گرفته شود.

 ت( هر ماشین در هر مسیر دقیقاً یک بار به کار گرفته شود.

 برای این منظور برنامه ریزی کنید.ث( 
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 چند است؟ چرا؟ b13 متعامد باشند در این صورت درآیۀ Bو  Aاگر دو مربع لاتین   .24

 ?   

  1  

1    

   3  

 

B = 

   1 

  3 3 

    

 2    

 

A = 
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 پاسخ پرسش های تشریحی

 جفت صندلی که روبه روی هم قرار دارند در اختیار داریم. ابتدا برای هر یک از جفت برادرها،  3جفت برادر و  3: 1راه حل  .1

)یک جفت صندلی که روبه روی هم قرار دارند را انتخاب می کنیم که به 
3

1
)(

3

1
)(

2

1
)(

1

1
حالت امکان پذیر است. از طرفی برای  (

حالت وجود دارد. بنابراین در کل  2نشستن هر جفت برادر در هر جفت صندلی، 

(
3

1
)(

3

1
)(

2

1
)(

1

1
) × 2

3
=  حالت با شرایط مورد نظر وجود دارد. 313

قرار می دهیم  1جفت صندلی  نفر را انتخاب می کنیم و در ردیف بالا در 1: ابتدا یکی از 2راه حل 

نفر  0باید از بین  2پس برای صندلی روبه روی آن فقط می توان برادرش را انتخاب کرد. برای صندلی ردیف بالا در جفت صندلی 

باقی مانده یک نفر را انتخاب کرد پس برای صندلی روبه روی آن فقط می توان برادرش را انتخاب کرد. برای صندلی ردیف بالا در 

نفر باقی مانده یک نفر را انتخاب کرد پس برای صندلی روبه روی آن فقط می توان برادرش را انتخاب  3باید از بین  3جفت صندلی 

باید از بین دو نفر باقی مانده یک نفر را انتخاب کرد پس برای صندلی روبه روی  3نمود. برای صندلی ردیف بالا در جفت صندلی 

)که برادرش هست را انتخاب کرد. پس این عمل را به آن فقط می توان نفر آخر 
1

1
) × (

0

1
) × (

3

1
) × (

2

1
) = طریق می  313

 توان انجام داد.

 

جایگاه مشخص شده  0نهال سپیدار را در  3چنار را در یک ردیف می چینیم. چون ابتدا و انتهای ردیف باید چنار باشد، 0ابتدا  .2

)ود که به باید قرار داد تا شرط سوم ارضا ش
0

3
 حالت امکان پذیر است. (

 چنار ○چنار  ○چنار  ○چنار  ○چنار  ○چنار ○چنار 

نهال سرو  3جایگاه برای قرارگیری  1برای ارضای شرط دوم و چهارم، به هر ترتیب قرارگیری سپیدارها و چنارها در حالت قبل، 

)ی توان به وجود دارد زیرا هر سپیدار بین دو چنار قرار دارد. پس در کل م
0

3
)(

1

3
) =  طریق می توان این کار را انجام داد. 130

 

قابلیت جابه جایی دارند. پس در کل به  3عدد به ! 3سه تا را انتخاب می کنیم. این  Bعضو  3دو تا را انتخاب و از  Aعضو  3از  .3

(
3

2
)(

3

3
) × 3! =  رقمی را نوشت. 3طریق می توان این کد  0200
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 می توانند در کنار هم قرار گیرند. 6کتاب به ! 6ین الف( ا .4

 3قابلیت جابه جایی دارند. از طرفی کتاب های فیزیک نیز به ! 0کتاب ریاضی به ! 3ب( کتاب های فیزیک را به هم می بندیم و با 

!0می توانند جابه جا شوند پس در کل به  ×  حالت می توان این کار را انجام داد. !3

 در جایگاه های مشخص  3کتاب ریاضی را به ! 3در یک ردیف می چینیم سپس  3های فیزیک را به !ج( ابتدا کتاب 

!3شده قرار می دهیم. پس این کار به  ×  حالت امکان پذیر است. !3

 ○فیزیک  ○فیزیک  ○فیزیک  ○فیزیک  ○

می  3کتاب خاص نیز به ! 3رند. از طرفی قابلیت جابه جایی دا 0کتاب دیگر به ! 0کتاب خاص را به هم می بندیم و با  3د( این 

!0توانند جابه جا شوند. پس این کار به  ×  حالت امکان پذیر است. !3

 

قابلیت جابه جایی دارند. از طرفی دانش  0دانش آموز یازدهم دیگر به ! 0دانش آموز دوازدهم را به هم می بندیم و با  3ابتدا  .5

!0جا شوند. پس این کار به می توانند جابه  3آموزان دوازدهم به ! ×  طریق امکان پذیر است. !3

 

طبق قضیه جایگشت با تکرار این عمل به  .6
0!

3!×2!×1!
=  حالت امکان پذیر است. 00

 

 این عمل به دو حالت امکان پذیر است: .7

1 حالتباشند.   1و  3و دهگان آنها  2رقم صدگان عدد  1حالت  × 2 حالت 3 حالت× = 1 

3 حالتباشد.         2ان بزرگتر از رقم صدگ 2حالت  × 3 حالت 3 حالت× = 10  

+10بنابراین این عمل به  1 =  حالت امکان پذیر است. 11

 

 این جایگشت سه حرفی دارای دو حالت است: .8

0             حرف متمایز داریم(         0: دارای حرف تکراری نباشد. )1حالت × 3 × 3 = 120 

 تکراری باشد.( Aرف : دارای حرف تکراری باشد. )ح2حالت

از پنج حرف دیگر یکی را انتخاب می کنیم و این سه حرف که دو تا حرف تکراری دارد به 
3!

2!
 قابلیت 

)جابه جایی دارند.                                      
3

1
) ×

3!

2!
= 13 

+120بنابراین در کل  13 =  جایگشت سه حرفی وجود دارد. 133
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 ختلف را تفکیک کنیم و همۀ آنها را جداگانه به دست آوریم.باید حالت های م .9

عدد را بسازیم که تعداد حالت ها برابر  3,1,1,1با ارقام  1حالت  
3!

3!
=  تا می شود. 3

عدد را بسازیم که تعداد حالت ها برابر  6,1,1,1با ارقام  2حالت 
3!

3!
=  تا می شود. 3

م که تعداد حالت ها برابر عدد را بسازی 3,3,1,1با ارقام  3حالت 
3!

2!×2!
=  تا میشود. 0

عدد را بسازیم که تعداد حالت ها برابر  6,3,1,1با ارقام  3حالت 
3!

2!
=  تا میشود. 12

عدد را بسازیم که تعداد حالت ها برابر  6,3,3,1با ارقام  3حالت 
3!

2!
=  تا میشود. 12

+3پس در کل  3+ 0 + 12 + 12 =  ن نوشت.عدد چهار رقمی می توا 31

 

طبق قضیه جایگشت با تکرار حداکثر  .10
6!

3!×1!×2!×3!
=  حرفی می توان نوشت. 6تا کد  3030

 

)این عمل به  .11
0

2
)(

3

2
)(

3

3
) =  حالت امکان پذیر است. 210

 

حرف دیگر به  0را در نظر نمی گیریم و جایگشت حروف دیگر را به دست می آوریم که  Sابتدا حرف های  .12
0!

1!×3!×2!
= 103 

تا را انتخاب  3جایگاه مشخص شده در مثال زیر  1در کنار هم نباشند باید از  Sمی توانند جابه جا شوند. برای آن که هیچ دو حرف 

 ○ I ○ P ○ P ○ I ○ I ○ I ○ M○         کنیم.

103پس این عمل به  × (
1

3
) =  حالت امکان پذیر است. 0330

 
,x3ع گل موجود به ترتیب فرض کنید از پنج نو .13 x3, x3, x2, x1 شاخه انتخاب کنیم. داریم: 

x1 + x2 + x3 + x3 + x3 = 11 

xi (الف ≥ 0, i = 1,2, … ,3 ⇒ تعداد جواب ها = (
13

3
) = 1303 

xi (ب ≥ 1, i = 1,2, … ,3 ⇒ تعداد جواب ها = (
11− 3+ 3

3
) = (

10

3
) = 210 

x2 (ج ≥ x3 2و > 3, x1, x3, x3 ≥ 0 ⇒ تعداد جواب ها = (
11−2−3+3

3
) = (

6

3
) = 120  

x3 (د = 0, x3 ≥ 3, x1, x2, x3 ≥ 0 ⇒ x1 + x2 + x3 + x3 = 11 

 ⇒ تعداد جواب ها = (
11 − 3 + 3

3
) = (

6

3
) = 13 
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 الف( .14

{
x1 + x2 + x3 + x3+ x 3 = 10

x1 ≥ 0, x2, x3, x3, x3 ≥ 1                  
⇒ تعداد جواب ها = (

10−3+3

3
) = (

10

3
) = 210  

 ب(

{
x1 + x2 + x3 + x3 + x3 + x0 = 12

x ≥ 3, x3 ≥ 3, x2, x3, x3, x0 ≥ 0     
⇒ تعداد جواب ها = (

12−3−3+3

3
) = (

10

3
) = 232  

 پ(

{
x1 + x2 + x3 + x3 + x3 = 11

x1 ≥ 1,1 ≤ i ≤ 3                     
⇒ تعداد جواب ها = (

11−3+3

3
) = (

10

3
) = 210  

x2ت( اگر  ≥  باشد در این صورت معادله دارای جواب نیست. پس داریم: 3

{
x2 = 0, x1, x3, x3 ≥ 0

x1 + x3 + x3 = 0      
⇒ تعداد جواب ها = (

0+ 2

2
) = 30

{
x2 = 1, x1, x3, x3 ≥ 0

x1 + x3 + x3 = 3      
⇒ تعداد جواب ها = (

3 + 2

2
) = 13

{
x2 = 2, x1, x3, x3 ≥ 0

x1 + x3 + x3 = 1      
⇒ تعداد جواب ها = (

1+ 2

2
) = 3

}
 
 
 
 

 
 
 
 

⇒ تعداد کل جواب ها = 30+ 13+ 3 = 33 

0: از آن جایی که 1ث( راه حل  ≤ √x2 ≤ یا  3یا  1می تواند برابر صفر یا  x2باید عددی حسابی باشد بنابراین  x2√است و  3

 باشد. داریم: 6

{
x2 = 0, x1, x3, x3 ≥ 0

x1 + x3 + x3 = 3      
⇒ تعداد جواب ها = (

3 + 2

2
) = 10 

{
x2 = 1, x1, x3, x3 ≥ 0

x1 + x3 + x3 = 2     
⇒ تعداد جواب ها = (

2 + 2

2
) = 0 

{
x2 = 3, x1, x3, x3 ≥ 0

x1 + x3 + x3 = 1     
⇒ ادتعد جواب ها = (

2 + 1

2
) = 3 

{
x2 = 6, x1, x3, x3 ≥ 0

x1 + x3 + x3 = 0     
⇒ تعداد جواب ها = (

2 + 0

2
) = 1 

1
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+10بنابراین در کل  0+ 3 + 1 =  جواب صحیح و نامنفی وجود دارد. 20

x2باید مربع کامل باشد پس  x2عددی صحیح است بنابراین  x2√: از آنجایی که 2راه حل  = k
 م:. داری2

{
x1 +√x2 + x3 + x3 = 3

xi ≥ 0                                      
⇒ {

x1 + k + x3 + x3 = 3

x1, k, x3, x3 ≥ 0           
⇒ تعداد جواب های صحیح غیر منفی = (

3+ 3

3
) = 20 

 فاکتور می گیریم. داریم: 0ج( ابتدا از عدد 

0(
x1

3
+
x2

2
+ x3) = 30 ⇒

x1

3
+
x2

2
+ x3 = 3 

x1برای آن که جواب های صحیح به دست آید بدیهی است  = 3k1  وx2 = 2k2  می باشند. چونx1, x2 ≥ ,k1، پس 0 k2 ≥ 0 

k1می باشند. + k2 + x3 = 3 ⇒ تعداد جواب های صحیح و نامنفی = (
0

2
) = 21 

 
 وجود دارد. داریم: 3و  3فقط عامل های  cو  a ،bاد بدیهی است در تجزیۀ استاندارد اعد .15

a = 3
α1 × 3

β1  , b = 3
α2 × 3

β2  , c = 3
α3 × 3

β3 

abc = 3
3
× 3

3
⇒ 3

(α1+α2+α3) × 3
(β1+β2+β3) = 3

3
× 3

3
 

⇒ {
α1 + α2 + α3 = 3    (αi ≥ 0)

β1 + β2 + β3 = 3   (βi ≥ 0)
 

پس باید جواب های صحیح و نامنفی دستگاه بالا را به دست آوریم. جواب هر معادله را جداگانه محاسبه کرده و طبق اصل         

)ضرب در هم ضرب می کنیم. پس در کل 
3+2

2
)(

3+2

2
) =  جواب صحیح و نامنفی برای معادلۀ موردنظر وجود دارد. 130

 

,x3اگر  .16 x2, x1 :به ترتیب تعداد توپ هایی باشد که نفرات اول تا سوم می رسد، داریم 

{
x1 + x2 + x3 = 3

xi ≥ 0 , i = 1,2,3
⇒ تعداد جواب ها = (

3+ 2

2
) = 21 

 

x1باید جواب های صحیح و نامنفی معادلۀ  .17 + x2 + x3 + x3 =  باشد که 3ها برابر  xiرا بیابیم به طوری که یکی از  3

)به  
3

1
توپ باقی مانده باید بین سه نفر دیگر توزیع شود. به  2موردنظر را پیدا کرد. اکنون  xiحالت می توان  (

x1طور مثال فرض کنید  = x2باشد در این صورت  3 + x3 + x3 = می باشد که تعداد جواب های صحیح  2

)و نامنفی آن برابر 
3

2
)است. پس بنابر اصل ضرب به  (

3

1
) × (

3

2
) =  حالت می توان این توزیع را انجام داد. 23
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 نفر می رسد، داریم: 3به ترتیب تعداد توپ هایی که باشد که به این  x1 و x2 و x3 و x3اگر  .18

{
x1 + x2 + x3 + x3 = 1

xi ≥ 1 , i = 1,2,3,3
⇒ تعداد جواب ها = (

1−3+3

3
) = (

0

3
) = 33  

 

 قرار دهیم.  HODAAجایگاه بین حروف کلمۀ  0را در  Mحرف  3طابق شکل روبه رو، باید م .19

1   H 2  O 3  D 3  A 3  A 0     

 باشد، داریم: 0تا  1ها در جایگاه های  Mتعداد  x1 تا x0اگر 

{
x1 + x2 + x3 + x3 + x3 + x0 = 3

xi ≥ 0 , i = 1,2, … ,0
⇒ تعداد جواب ها = (

3+3

3
) = 30  

 
خیر زیرا در صورتی که در مربع اولیه، دو درآیۀ یکسان وجود داشته باشد با اعمال جایگشت در جایگاه های نظیر به این دو  .20

 درآیه در مربع دیگر نیز درآیۀ یکسان وجود خواهد داشت پس این دو مربع لاتین نمی تواند متعامد باشند.

 
راحی کنیم تا هر مدرس در هر کلاس دقیقاً یک جلسه تدریس داشته باشد و تداخل در برنامۀ ط 0باید یک مربع لاتین مرتبۀ  .21

 مدرس رخ ندهد. 0

 جلسه       

 کلاس
 ششم پنجم چهارم سوم دوم اول

C1 T1 T0 T3 T3 T3 T2 

C2 T3 T3 T3 T2 T1 T0 

C3 T3 T2 T1 T0 T3 T3 

C3 T0 T3 T3 T3 T2 T1 

C3 T3 T3 T2 T1 T0 T3 

C0 T2 T1 T0 T3 T3 T3 
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 گانه در پایان درسنامه استفاده می کنیم. 3از مراحل  .22

7
6 7

5 6 7
4 5 6 7

3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

1
1 2

1 2 3
1 2 3 4

1 2 3 4 5
2 3 4 5 61

1
1 2

1 2 3
1 2 3 4

1 2 3 4 5
1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7

7
6 7

5 6 7
4 5 6 7

3 4 5 6 7
3 4 5 6 72

71

61 72

51 62 73

41 52 63 74
31 42 53 64 75

21 32 43 54  65 76

11 22 33 44 55 66 77

17

16 27

15 26 37

14 25 36 47
13 24 35 46 57

23 34 45 56 6712

 

 اکنون مرحلۀ سوم و چهارم را با هم اجرا می کنیم.

3 0 3 0 2 3 1 

1 3 0 3 0 2 3 

3 1 3 0 3 0 2 

2 3 1 3 0 3 0 

0 2 3 1 3 0 3 

3 0 2 3 1 3 0 

0 3 0 2 3 1 3  

 

 

 

 و

0 3 0 2 3 1 3 

3 0 2 3 1 3 0 

0 2 3 1 3 0 3 

2 3 1 3 0 3 0 

3 1 3 0 3 0 2 

1 3 0 3 0 2 3 

3 0 3 0 2 3 1  

 

 

 

⇒ 

03 30 03 20 32 13 31 

31 03 20 33 10 32 03 

03 21 33 10 33 00 32 

22 33 11 33 00 33 00 

30 12 33 01 33 00 23 

13 30 02 33 01 23 30 

30 03 30 02 23 31 13  
 

قیقاً یک بار رانندگی کرده باشند. پس روز هفته، با هر ماشین د 0راننده در  0ابتدا به گونه ای برنامه ریزی می کنیم که این  .23

0باید یک مربع لاتین  × ماشین مختلف باشند و هر سطر نشان دهندۀ یک  0نمایانگر  0تا  1طراحی کنیم به طوری که اعداد  0

 (1روز هفته و هر ستون نشان دهندۀ یک کارگر باشد. )شکل 

روز هفته،  در هر مسیر دقیقاً یک بار رانندگی کرده  0راننده در  0حالا به گونه ای برنامه ریزی می کنیم که این 

0باشد.  از آنجایی که باید هر ماشین در هر مسیر دقیقاً یک بار به کار گرفته شود  باید یک مربع لاتین  × 0 

مسیر مختلف در نظر می گیریم و هر سطر  0نمایانگر  0تا  1متعامد باشد. اعداد  Aطراحی کنیم تا با مربع لاتین 

 (2دهندۀ  یک روز هفته و هر ستون نشان دهندۀ یک راننده می باشد. )شکل  نشان
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 (1شکل )                      

 

 

 

 

 (2شکل )                      

 

 

 

0را در کنار هم در یک مربع جدید قرار دهیم یک مربع لاتین  Bو  Aاکنون اگر درآیه های نظیر از دو مربع لاتین متعامد  × به  0

 (3 شکل زیر خواهیم داشت که می توانیم اطلاعات هفتگی مربوط به راننده ها، ماشن ها و مسیرها را از آن استخراج کنیم. )شکل

 

 

 

 (3)شکل

 

 

 

 

 

 

 

 

R0 R0 R3 R3 R3 R2 R1 

 شنبه 1 2 3 3 3 0 0

 یکشنبه 2 3 3 3 0 0 1

 دوشنبه 3 3 3 0 0 1 2

Aسه شنبه 3 3 0 0 1 2 3 = 

 چهارشنبه 3 0 0 1 2 3 3

 پنج شنبه 0 0 1 2 3 3 3

 جمعه 0 1 2 3 3 3 0

R0 R0 R3 R3 R3 R2 R1 

 شنبه 1 2 3 3 3 0 0

 یکشنبه 3 3 3 0 0 1 2

 دوشنبه 3 0 0 1 2 3 3

 B  =سه شنبه 0 1 2 3 3 3 0

 چهارشنبه 2 3 3 3 0 0 1

 پنج شنبه 3 3 0 0 1 2 3

 جمعه 0 0 1 2 3 3 3

R0 R0 R3 R3 R3 R2 R1 

 شنبه 11 22 33 33 33 00 00

 یکشنبه 23 33 33 30 00 01 12

 دوشنبه 33 30 30 01 02 13 23

 سه شنبه 30 31 02 03 13 23 30

 چهارشنبه 32 03 03 13 20 30 31

 پنج شنبه 03 03 10 20 31 32 33

  جمعه 00 10 21 32 33 33 03
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a33در می یابیم   و a22 و a11 a33جفت متعامد دارد درآیه های  Aچون  .24 = به صورت مقابل تکمیل  Aاست. پس مربع  3

 می شود.

 

 

 

b33از طرفی بدیهی است  = b11 =  باشد. از آن جایی که درآیه های 1د برابر می توان b11زیرا در ستون اول فقط  1

 a31 = a33 = a33 = a13 = b11می باشد. همچنین  3و دیگری  2یکی  b33و  b13، پس از بین 3 = فقط می  b13، پس 1

 باشد. 3تواند برابر 

 

  

3 3 2 1 

A = 
2 1 3 3 

3 3 1 2 

1 2 3 3 
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 پرسش های چهار گزینه ای

 قام می توان نوشت؟چند عدد سه رقمی بدون تکرار ار 3,6,1,3,1,0 با ارقام .1

1 )03                       2 )100                 3 )60                       4 )10 

 

 چند عدد سه رقمی بدون تکرار ارقام می توان نوشت که حاصل ضرب ارقام آن زوج باشد؟ 3,6,1,3,1,0 با ارقام .2

1 )02                       2 )31                  3 )03                        4 )00 

 

 

 

 

 شود؟ 6چند عدد سه رقمی می توان نوشت که مجموع ارقام آن ها برابر  .3

1 )11                       2 )16                   3 )20                       4 )21 

 

 
 

 

 طوری که ارقام فرد و زوج در آنها یک در میان باشند؟ چند عدد هفت رقمی می توان ساخت به 1,2,3,3,3,2,1 با ارقام .4

1 )30                      2 )23                 3 )11                       4 )12 

 

 

  

چند کلمۀ هفت حرفی می توان نوشت به طوری که حروف صدا دار به  ARTICLEبا حروف کلمۀ  .5

 رفته باشند؟ترتیب حروف الفبا در این کلمه قرار گ

1 )130                       2 )1001                       3 )1200                       4 )303 
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دقیقاً یک بار و هر یک  3چند عدد چهار رقمی می توان نوشت به طوری که در هر یک از آنها رقم  3,3,2,1 با ارقام .6

 باشند؟حداقل یک بار قرار داشته  4و  2از ارقام 

1 )31                       2 )30                       3 )00                       4 )33 

 

 

 

 

 چند عدد چهار رقمی می توان نوشت؟ 0,0,3,3,3,2 با ارقام .7

1 )30                      2 )30                       3 )32                       4 )31 

 

 

 

 

لنگه از این کفش ها را انتخاب کرد به طوری که فقط یک جفت در  4جفت کفش داریم. به چند طریق می توان  6 .8

 بین آنها باشد؟

1 )120                      2 )230                       3 )00                  4 )110 

 

 

 

 

 ت؟چند کلمۀ سه حرفی می توان ساخ« انزجار»با حروف کلمۀ  .9

1 )60                       2 )00                       3 )02                       4 )13 
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کتاب فیزیک مشابه را در یک ردیف کنار هم چید، به طوری که  3کتاب ریاضی مشابه و  6به چند طریق می توان  .10

 هیچ دو کتاب فیزیکی در کنار هم نباشند؟

1 )23                       2 )33                       3 )20                       4 )31 

 

 

 

 

کتاب شیمی مشابه را در یک ردیف چید،  2کتاب فیزیک مشابه و  3کتاب ریاضی مشابه،  3به چند طریق می توان  .11

 به طوری که هیچ دو کتاب شیمی در کنار هم نباشند؟

1 )300                    2 )360                    3 )320                   4 )330 

 

 

 

 

را شامل شود و فاقد  6عدد انتخاب کرد به طوری که عدد  3از بین اعداد طبیعی تک رقمی به چند طریق می توان  .12

 اعداد اول باشد؟

1 )0                       2 )11                       3 )12                       4 )23 

 

 

 

 

 

 رقمی می توان نوشت؟ 9چند عدد  3و سه عدد  2با شش عدد  .13

1 )01                       2 )30                       3 )120                   4 )13 
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 شند؟در کنار هم نبا 3رقمی می توان نوشت به طوری که هیچ دو عدد  9چند عدد  3و سه عدد  2با شش عدد  .14

1 )20                       2 )30                       3 )33                       4 )33  

 

 

 

 رقمی می توان نوشت؟ 7چند عدد  1,1,3,3,3,1,0 با ارقام .15

1 )23                       2 )30                       3 )03                   4 )100 

 

خانۀ هم ردیف به تصادف قرار داد به طوری که این  6را در یکی از  3,3,3,2,1 طریق می توان هر یک از ارقامبه چند  .16

 ارقام در خانه های متوالی و دو رقم زوج کنار هم قرار بگیرند؟

1 )60                       2 )31                  3 )23                       4 )162 

 

 

 

 

 تا جمعه داشته باشیم؟ 53چند طریق امکان دارد در یک سال کبیسه به  .17

1 )1                       2 )2                       3 )3                       4 )3 

 

 

 

 در شکل مقابل چند مستطیل وجود دارد؟.18

1 )311 

2 )301 

3 )321 

4 )331 
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 ل مقابل چند مربع وجود دارد؟در شک .19

1 )33 

2 )33 

3 )33 

4 )03 

 

 

  عبور کرده باشیم؟ Cمی رسیم به طوری که از  Bبه  Aدر شکل مقابل به چند طریق با کوتاه ترین مسیر از  .20

1 )30 

2 )00 

3 )10 

4 )20 

B

A 

C

 

 

 نفر خاص در یک روز هفته متولد شده باشند؟ 4نفر همکلاسی،  6امکان دارد از بین به چند طریق  .21

1 )232                    2 )263                    3 )333                    4 )313 

 

 

 

 

 

 د؟نفر خاص در یک ماه از سال متولد شده باشن 3نفر همکلاسی،  5به چند طریق امکان دارد از بین  .22

1 )1320                    2 )1332                  3 )1331                4 )1311 
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 روز متوالی باشد؟ 5همکلاسی در  5به چند طریق امکان دارد روز تولد  .23

1 )230                       2 )300                   3 )120                  4 )310 

 

 

 

 

 چند عدد سه رقمی می توان نوشت؟ 3,3,3,3,2,1,0 ارقامبا  .24

1 )110                       2 )112                      3 )110                4 )113 

 

 چند عدد سه رقمی زوج می توان نوشت؟ 3,3,3,3,2,1,0 با ارقام .25

1 )32                         2 )33                         3 )36                  4 )33 

 

 

 

 

 چند عدد سه رقمی می توان نوشت که مجموع ارقام آنها عددی فرد شود؟ 3,3,3,3,2,1,0 با ارقام .26

1 )30                         2 )32                         3 )33                 4 )00 

 

 

 

 

ژاپنی دو نفر به تصادف انتخاب می کنیم. به چند طریق امکان دارد این دو نفر از  3فرانسوی و  5ایرانی،  4از میان  .27

 دو ملیت متفاوت باشند؟

1 )30                         2 )32                         3 )33                   4 )30  
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نفر را انتخاب می کنیم به چند طریق  4ی داوطلب گروه تجربی، به طور تصادف 4داوطلب گروه ریاضی و  6از بین  .28

 نفر از آنان از گروه ریاضی باشند؟ 2امکان دارد حداقل 

1 )103                    2 )100                   3 )113                   4 )160 

 

 

 

 

 

 د؟یقفسه چ کیر را د ازدهمیسال  کیزیکتاب ف 3و  ازدهمیسال  یاضیکتاب ر 3 توانیم قیبه چند طر .29

1 )10                      2 )20                       3 )30                4 )10 

 

 

 

 یمتوال bو فرد  aامکان دارد روز تولد فرد  قیاتاق حضور دارند به چند طر کیدر  a,b,c,d یها چهار نفر به نام .30

 باشد؟

1 )130                       2 )112                     3 )263                4 )311 

 

 

 

 

امکان دارد که پسرها  قیبه چند طر .نندینشی م 10تا  1 یبه شماره ها یاز ده صندل یصندل 5 یدختر رو 3پسر و  2 .31

 نند؟یعدد اول بنش یبا شماره ها یصندلروی  حتماً

1 )1001                  2 )2010               3 )3032                    4 )3023  
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 امکان دارد هر فرد در کنار همسر خود باشد؟ قیبه چند طر .ستندی ایم فیرد کیسه زوج در  .32

1 )162                         2 )60                     3 )23                  4 )31 

 

 

 

 

 نفر باشند؟ 4 نیزوج در ب کیامکان دارد فقط  قیند طربه چ ی کنیم.نفر را انتخاب م 4زوج  5 نیاز ب .33

1 )230                         2 )120                     3 )00               4 )110 

 

 

 

 در کنار هم باشند؟ 2که دو عدد  ینوشت به طور یرقم 5عدد  توانی م قیبه چند طر  0,3,2,2,0 با ارقام .34

1 )30                          2 )11                      3 )23                   4 )33 

 

 

 

 

امکان دارد در  قیبه چند طر .میکشی م رونیتوپ از آن ب 4توپ سبز وجود دارد و  5توپ زرد و  3 یا سهیدر ک .35

 زرد و هم توپ سبز وجود داشته باشد؟ توپ ها همتوپ نیا نیب

1 )30                        2 )33                          3 )03                 4 )00 
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بر  5تا  1 یکه شماره ها یآب ةمهر 5ها حک شده است و  آن یبر رو 4تا  1 یمهره قرمز که شماره ها 4 یدر ظرف .36

به  دیچ فیرد کیدر آورد و  رونیظرف ب نیمهره از ا 6 توانی م قیبه چند طر .ها حک شده است قرار دارند آن یرو

 ؟باشند انیم در کی یآب ةمهر 3قرمز  ةمهر 3که  یطور

1 )1330                   2 )2110              3 )2100                   4 )2362 

 

 

 

 

 که دو دختر در کنار هم باشند؟ یبه طور دیچ زیم کیدور  توانی م قیدختر را به چند طر 2پسر و  4 .37

1 )23                        2 )31                     3 )120                    4 )230 

 

 

 

 

 نوشت؟ 500تر از  زوج بدون تکرار ارقام و بزرگ یعدد سه رقم کی 1,3,1,0,2,0با ارقام  توانی م قیبه چند طر .38

1 )32                         2 )21                     3 )31                    4 )30 

 

 

 

 

توان  یم قیبه چند طر .قرار دارند 3تا  1 یبا شماره ها دیسف ةمهر 3و  3تا  1 یبا شماره ها اهیس ةمهر 3 یدر ظرف .39

و  اهیمهره س کی سهیکه در هر ک یقرار داد به طور 3تا  1 یبا شماره ها سهیک 3ظرف خارج کرد و در  نیمهره از ا 6

 رد؟یبگ قرار دیسف ةمهر کی

1 )30                       2 )31                        3 )11                    4 )23 
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در  یکیحداقل  bو   a دو فرد خاص نیکه از ب ینفر را انتخاب کرد به طور 3 ،نفر 6 نیاز ب توانی م قیبه چند طر .40

 نفر باشند؟ 3 نیا نیب

1 )1                       2) 12                       3 )10                       4 )11 

 

 

 

 

 روز هفته متولد شده باشند؟ کیحداقل دو نفر در  ،نفر 3 نیامکان دارد از ب قیبه چند طر .41

1 )116                   2 )120                      3 )133                 4 )130 

 

 

 

 

 

 باشد؟ کسانیدو رقم  یوجود دارد که فقط دارا 600تر از  بزرگ یقمچند عدد سه ر .42

1 )100                   2 )101                      3 )112                  4 )111 

 

 

 

 

که حروف صدادار به  یقرار داد به طور گریکدیرا به تصادف کنار  Ehsani ۀحروف کلم توانی م قیبه چند طر .43

 باشند؟ نگرفته حروف الفبا قرار بیترت

1 )310                      2 )000                   3 )120                   4 )230 
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 در کنار هم نباشند؟ 4دو عدد  چیکه ه یرا در کنار هم قرار داد به طور 3,3,3,3,3,3,2,2,2 اعداد توانی م قیبه چند طر .44

1 )330                      2 )000                      3 )1030             4 )2100 

 

 

 

 

 

که هر کدام از آنها شامل  یساخت به طور توانی م زیبا ارقام متما یچند عدد چهار رقم  0,0,3,3,3,2,1,0 با ارقام .45

 باشد؟ 1رقم 

1 )030                     2 )330                 3 )600                 4 )030 

 

 

 

 

    

 باشد؟ 9آن  گریو مجموع دو رقم د 12وجود دارد که مجموع دو رقم اول و آخر آن  یچند عدد چهار رقم .46 

1 )12                   2 )03                      3 )00                     4 )02 

 

 

 b بعد از فرد خاص قاًیدق aامکان دارد فرد خاص  قیبه چند طر ،کنند ینفر سخنران 4قرار است  یشیدر هما .47

 کند؟ یسخنران

1 )0                          2 )12                        3 )11                  4 )23 
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دو  چیکه ه یکرد به طور یزیرنگ آم ،رنگ 4با  توانی م قیطبقه را به چند طر 5ساختمان  کی .48

 گ نباشند؟هم رن یمجاور ۀطبق

1 )001                      2 )233                      3 )1023               4 )323 

 

 

 

 

 ؟باشند یکه ارقام آن از چپ به راست صعود ینوشت به طور توانی بدون تکرار ارقام م یچند عدد سه رقم .49

1 )13                       2 )120                      3 )60                    4 )101 

 

 

 

 

 

 باشند؟ یکه ارقام آن از راست به چپ صعود ینوشت به طور توانی بدون تکرار ارقام م یچند عدد سه رقم .50

1 )13                       2 )120                      3 )60                    4 )101 

 

 

 

 

 باشند کدام است؟ زیم مجاورشان متماکه ارقا یتعداد اعداد سه رقم .51

1 )026                      2 )303                       3 )110                4 )300 
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دعوت کرده  ینفر مهندس نفت را به جشن 4نفر مهندس عمران و  4 ،کینفر مهندس مکان 4 ،نفر مهندس برق 4 .52

 نفر انتخاب شود؟ کیکه از هر رشته حداکثر  یها انتخاب کرد به طور آن انینفر از م 3 توانی م یم. به چند طریقا

1 )162                     2 )313                     3 )230                  4 )312 

 

 

 

 

 ها در کنار هم نباشند کدام است؟ Aکه  یبه طور KAMALI ۀحروف کلم یها گشتیتعداد جا .53

1 )110                       2 )300                       3 )120               4 )230 

 

 

 

x1  معادله .54 + x2 + x3 + x3 =  دارد؟ یو نامنف حیچند جواب صح 0

1 )13                       2 )60                       3 )02                    4 )120 

 

x همعادل .55 + y + z =  و مثبت دارد؟ حیاب صحچند جو 3

1 )12                      2 )6                        3 )3                        4 )0 

 

شاخه گل داشته  5که مجموعاً از نوع سوم و چهارم،  یساخت به طور توانی نوع گل م 5از  ییتا 9چند دسته گل  .56

 م؟یباش

1 )6                       2 )11                      3 )12                     4 )20 

 

 

 

 

 



 

 
300 

بخرد و از هر  چیساندو 6 خواهدیم یپسر .فروشدی م C و B و A چیرستوران سه نوع ساندو کی .57

 ها را انتخاب کند؟ چیساندو تواندی بخرد. او به چند روش م تواندی هر چند تا که بخواهد م چیساندو

1 )10                         2 )21                       3 )21                     4 )30 

 

x1 معادله .58 + x2 + x3 + x3 + x3 + x0 = xi هک یدارد به طور یو نامنف حیچند جواب صح 23 > i −   باشد؟ 1

(i = 1,2, … ,0) 

1 )30   2 )60   3 )13   4 )30 

 

 

 

 

 

 نماند؟ یخال یلانه ا چیکه ه یقرارداد به طور زیمتما ۀلان 4در  انتوی م قیکبوتر را به چند طر 8 .59

1 )20                       2 )33                       3 )30                     4 )13 

 

 

 

 

 

3 نامعادله یبرا یعیچند جواب طب .60 < x + y + z <  وجود دارد؟  1

1 )21                       2 )32                     3 )30                     4 )23 
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و  یگو 9که به نفرات اول و دوم و سوم  یکرد به طور مینفر تقس 5 نیرا ب کسانی یگو 12 توانی م قیبه چند طر .61

 ؟باشد دهیرس یگو کیکه به هر نفر حداقل  یبرسد در حال یگو 3 پنجم به نفرات چهارم و

1 )30                       2 )02                      3 )60                     4 )110 

 

 

 

 

 

که به هر دانش  یکرد به طور میدانش آموز تقس 5 نیمداد مشابه را ب 6خودکار مشابه و  3 توانی م قیبه چند طر .62

 برسد؟ مداد کیآموز حداقل 

1 )123                      2 )103                     3 )130                  4 )200 

 

 

 

 

}         دستگاه مقابل کدام است؟ یو نامنف حیصح یها تعداد جواب .63
x1 + x2 + x3 = 0

x3 + x3 = 10      
 

1 )260                     2 )231                     3 )233                   4 )301 

 

 

 

 

x معادله .64 + y + z = x که یدارد به طور یو نامنف حید جواب صحچن  13 ≥ yو  3 ≥  باشد؟ 3

1 )13                        2 )21                         3 )10                   4 )30 
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x معادله .65 + y + z = ,3) در بازة  23  چند جواب صحیح دارد؟ (∞+

1 )30                        2 )33                         3 )21                   4 )30 

 

 

 

 

 

 کارت برسد؟ 2نفر توزیع کرد به طوری که به یکی از آن ها دقیقاً   4کارت یکسان را بین  6به چند طریق می توان  .66

1 )31                      2 )32                         3 )30                     4 )00 

 

 

 

 

x معادلۀ .67
1

3
+ x2 + x3 + x3 =  چند جواب صحیح و نامنفی دارد؟ 1

1 )11                        2 )02                        3 )60                   4 )100 

 

 

 

 

y تعداد نقاط با نختصات صحیح روی خط .68 = −x +  واقع در ربع اول دستگاه مختصات کدام است؟ 11

1 )12                        2 )11                         3 )10                     4 )6 
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x1 نامعادلۀ .69 + x2 + x3 + x3 ≤  چند جواب صحیح و نامنفی دارد؟ 1

1 )013                      2 )303                     3 )363                  4 )333  

 

 

 

 

x) تعداد جملات بسط .70 + y + z + t)n  است.  56برابر باn کدام است؟ 

1 )0                         2 )0                         3 )3                        4 )3 

 

 

 

x) در بسط xy3zt3 ضریب جملۀ .71 + y + z + t)10 کدام است؟ 

1 )3030                    2 )3030                3 )0030                  4 )3000 

 

 

 

 

x)در بسط  .72 + y + z + t)10  چند جمله وجود دارد که فاقدt باشد؟ 

1 )33                         2 )33                 3 )01                        4 )00 

 

 

 

 

21 نامعادلۀ .73 ≤ (x + y)3 ≤  چند جواب صحیح و نامنفی دارد؟ 1221

1 )11                         2 )12                      3 )13                  4 )13 
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3x1 تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادلۀ .74
 + x2 + x3 + x3 =  کدام است؟ 11

1 )01                         2 )10                     3 )100                  4 )106 

 

x1) معادلۀ .75 + x2 + x3) (y1 + y2 + y3 + y3) =  چند جواب صحیح و نامنفی دارد؟ 3

1 )213                       2 )223                       3 )230               4 )220 

 

 

 

 

 

x1) معادلۀ .76 + x2 + x3) (y1 + y2 + y3 + y3) =  چند جواب صحیح و مثبت دارد؟ 33

1 )110                      2 )210                      3 )130                4 )230 

 

 

 

 

 

A دو نقطۀ .77 را میدهند. چند نقطه با مختصات صحیح  AOB تشکیل مثلث O(0,0) و نقطۀ B(0,12) و (12,0)

 درون یا روی این مثلث وجود دارد؟

1 )13                       2 )01                      3 )61                      4 )103 
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 پاره خط یرو حیچند نقطه با مختصات صح .میکنی را به هم وصل م B(0,12)و  A(12,0) دو نقطه با مختصات .78

AB وجود دارد؟ 

1 )12                      2 )13                       3 )13                       4 )11 

 

 

 

 

x1 معادله .79 + x2 + x3 = 1 که یدارد به طور یو نامنف حیچند جواب صح 6 ≤ xi ≤ i)د؟ باش 1 = 1,2,3) 

1 )33                        2 )30                         3 )21                    4 )21 

 

 

 

 

 

}                 معادلۀ مقابل کدام است؟ حیصح یتعداد جواب ها .80
x

1

3
+ x2 + x3 = 13         

x1 ≥ 0, x2 ≥ 1, x3 ≥ −1
 

1 )32                         2 )33                      3 )33                    4 )33 

 

 

 

 

x نامعادله .81
1

3
+ x2 + x3 ≤  دارد؟ یو نامنف حیچند جواب صح 6

1 )110                     2 )100                     3 )103                  4 )103  
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x ۀمعادل .82
1

3
+ x2 + x3 = x3 که یدارد به طور حیچند جواب صح  11 ≥ x2و 1 ≥ x1و  1 ≥  باشد؟  0

1 )22                      2 )23                      3 )21                     4 )23 

 

 

 

 

x ۀمعادل .83
1

3
+ x2 + x3 + x3 =  و مثبت دارد؟ حیچند جواب صح 10

1 )100                      2 )103                3 )110                   4 )113 

 

 

 

3x ۀمعادل .84    + y + z =  و مثبت دارد؟ حیچند جواب صح 20

1 )03                       2 )01                       3 )00                      4 )00 

 

 

x ۀمعادل یو نامنف حیصح هایتعداد جواب .85 + y + z + t = x که یبه طور 13 ≥ yو  2 ≥ zو  3 > tو  1 > a 

 کدام است؟ a مقدار. است 35باشد برابر با 

1 )2                       2 )1                        3 )3                      4 )3 

 

 

 

 

2x3) بسط بیمجموع ضرا .86 + y − z)0 کدام است؟ 

1 )33                        2 )32                        3 )03                 4 )00 
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+ x) بسط بیمجموع ضرا .87 y)3 کدام است؟ 

1 )13                         2 )10                         3 )32                   4 )30 

 

 

 

3x1 و مثبت معادلۀ حیصح یتعداد جواب ها .88 + x2 + x3 + x3 =  کدام است؟ 10

1 )1                           2 )10                        3 )13                   4 )12 

 

 

 

 

 ین، عدد چهار رقمآ 2که با حذف ارقام  یتوان نوشت به طور یم رقمی هشت عدد چند  0,0,3,3,2,2,2,2 با ارقام .89

 بماند؟ یباق 6753 

1 )00                         2 )33                        3 )103                4 )130 

 

 

 ظاهر شود؟ انیدر م کی« الف»ف وکه که حر یتوان نوشت به طور یم یحرف 4 ۀچند کلم« اشتغال»با حروف کلمه  .90

1 )210                        2 )23                     3 )30                    4 )02 

 

 

 

 

,𝐜با حروف  .91 𝐛, 𝐚 حروف  بیکه از چپ به راست به ترت ینوشت به طور توانی م یحرف 5 ۀچند کلم

 )تکرار مجاز است( الفبا قرار گرفته باشند؟

1 )11                      2 )21                       3 )23                     4 )21 
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 باشند؟ یکه ارقام از چپ به راست نزول ینوشت به طور توانی م رقمی چهار عدد چند 0,3,2با ارقام  .92

 )تکرار مجاز است( 

1 )13                         2 )11                     3 )20                    4 )23 

 

 

 

 

x1 معادلۀ .93 + 2x2 + 2x3 =  دارد؟ یو نامنف حیچند جواب صح 10

1 )13                         2 )11                     3 )21                   4 )23 

 

 

 

x1 ۀمعادل .94 + 2x2 + 2x3 =  دارد؟ یو نامنف حیچند جواب صح 13

  1 )30                          2 )30                          3 )21                 4 )33 

 

x1 معادلۀ .95 + x2 + x3 + x3 + √x3 =  دارد؟ یو نامنف حیچند جواب صح  3

1 )13                         2 )30                       3 )33                    4 )33 

 

 

 

 

2x1 ۀمعادل .96 + 0x2 + 13x3 =  دارد؟ یو نامنف حیچند جواب صح 30

1 )13                      2 )21                       3 )11                     4 )12 
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abc ۀمعادل .97 = 2 × 3
3

 دارد؟ یو نامنف حیچند جواب صح 

1 )33                        2 )00                        3 )03                  4 )60 

 

 

 

 

 

3 مربع کی اگر در .98 × a23 یها هیدرآ 3 = a13 = a13و  3 = a31و  1 =  یآن را به مربع توانی م قیبه چند طر ، 3

 کرد؟ لیتبد نتیلا

1 )3                           

2 )3                           

3 )2                      

4 )1 

 

a11 یۀدر آ 4 ۀمرتب نیمربع لات کیاگر در  .99 =  ؟سطر دوم کدام است یها هیصورت مجموع در آ نیدر ا 2

1 )0                          2 )1                           3 )6                    4 )10 

 

a11 یها هیدرآ 4ۀ مرتب نیمربع لات کیاگر در  .100 = a33و  3 = a23 = a33و 2 =  یهاهیصورت مجموع درآ نیدر ا، 1

a31  وa22 تواند باشد؟ ینم کدام 

1 )2                         

2 )3                           

3 )0                        

4 )0 
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a13 یها هیدرآ 5 ۀمرتب نیمربع لات کیاگر در  .101 = a21 = a22و  3 = a33 = a13 و 2 = a31و   3 =  و 1

 a33 =  باشد؟ تواندی کدام نم a32و  a33 یها هیدرآ مجموع صورت نیدر ا، 3

1 )0                              

2 )1                             

3 )0                    

4 )3 

 

 وجود دارد؟ 2پنج عدد  یبرا یریچند حالت قرارگ 5 ۀمرتب نیمربع لات کیر د .102

1 )13                       2 )30                       3 )00                 4 )120 

 

هستند را  کسانیاعداد  یکه دارا هیدو درآ 4 ۀمرتب نیمربع لات کیدر  توانی م قیبه چند طر. 103

 انتخاب کرد؟

1 )32                       2 )30                      3 )23                     4 )30 

 

 

 

 

 هستند را انتخاب کرد؟ زیاعداد متما یکه دارا هیدو درآ 4 ۀمرتب نیمربع لات کیدر  توانی م قیچند طر هب. 104

1 )21                        2 )60                       3 )02                   4 )120 

 

 

 

 را انتخاب کرد؟ باشندی واحد م 2ختلاف ا یکه دارا هیدو درآ 5 ۀمرتب نیمربع لات کیتوان در  یم قیه چند طرب. 105

1 )30                       2 )03                       3 )100                4 )123 
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 واحد باشند را انتخاب کرد؟ 2اختلاف  یکه دارا هیدو درآ 6 ۀمرتب نیمربع لات کیدر  توانی م قیه چند طرب. 106

1 )101                       2 )02                        3 )60                  4 )133 

 

 

 

 

 باشند را انتخاب کرد؟ یم 5مجموع  یکه دارا هیدو درآ 5 ۀمرتب نیمربع لات کیدر  توانی م قیبه چند طر .107

1 )30                         2 )03                        3 )100                4 )123 

 

 

 

 

 را انتخاب کرد؟ باشندی م 6مجموع  یکه دارا هیدو درآ 6 ۀمرتب نیمربع لات کیتوان در  یم قیبه چند طر. 108

1 )20                        2 )33                        3 )31                4 )03 

 

 

 

 

 

حاصل شده است. اگر در  B مربع 2,1,3,3 عدادبا ا بیبه ترت A نیاز مربع لات 3,3,2,1 اعداد گشتیبا اعمال جا .109

a11 یها هیدرآ A مربع = a23 = b21 یها هیدر آ  B در مربعو  3 = b33و  3 = b33و  2 = صورت  نیباشند در ا 3

a13  وa32 و a13 یها هیمجموع درآ

1 )0                           

2 )0                          

3 )1                         

4 )3 

  کدام است؟ 
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 حاصل شده است. اگر B مربع 2,1,3,3 با اعداد بیبه ترت A نیاز مربع لات 3,3,2,1 اعداد گشتیبا اعمال جا .110

 a11 = a21 و 1 = a12 = a31 و 3 = a13 = a31 و  3 = a13 = b23مقدار صورت در این ، 2 + b33 کدام نمی

 شد؟تواند با

1 )3                           

2 ) 0                            

3 )3                      

4 )3 

 

که  یسطر باشند را انتخاب کرد به طور کیکه در  هیدو درآ 5 ۀمرتب نیمربع لات کیتوان در  یم قیبه چند طر .111

 باشد؟ 10 از حاصل ضرب آنها کمتر

1 )23                         2 )30                         3 )33                  4 )30 

 

 

 

که در یک سطر یا یک ستون باشند را انتخاب کرد  هیدو درآ 5 ۀمرتب نیمربع لات کیدر  توانی م قیبه چند طر .112

 باشد؟ 6به طوری که حاصل ضرب آن ها کمتر از 

1 )30                       2 )33                      3 )33                      4 )30 

 

 

 

ستون باشند را انتخاب کرد  کی ایسطر  کیکه در  هیدو درآ 6 ۀمرتب نیمربع لات کیتوان در  یم قیبه چند طر. 113

 باشد؟ 6برابر  ها آن که مجموع یبه طور

1 )12                           2 )11                         3 )30                4 )23 
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ستون باشند را انتخاب کرد  کی ایسطر  کیکه در  هیسه درآ 6 ۀمرتب نیمربع لات کیتوان در  یم قیبه چند طر .114

 باشد؟ 10برابر  ها آن که مجموع یبه طور

1 )00                        2 )23                       3 )30                     4) 31 

 

 

 

 

 باشند را انتخاب کرد؟ یها برابر م که مجموع آن هیسه درآ 6 ۀمرتب نیمربع لات کیدر  توانی م قیبه چند طر .115

1 )300                       2 )320                      3 )310                 4 )330 

 

 

 

 

را انتخاب کرد به  باشندی م 8ها برابر  که مجموع آن هیدو درآ ،6 ۀمرتب نیمربع لات کیدر  توانی م قیبه چند طر .116

 ؟ستون نباشند کی ای سطر کیکه در  یطور

1 )01                          2 )02                          3 )03                 4 )03 

 

 

 

 

 را باشندی م 7ها برابر  وع آنکه مجم هیدو درآ ،5 ۀمرتب نیمربع لات کیدر  توانی م قیبه چند طر .117

 ستون نباشند؟ کی ای سطر کیکه در  یانتخاب کرد به طور

1 )30                         2 )32                        3 )33                   4 )30 
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را انتخاب کرد به  باشند یم 6که مجموع آن برابر  هیسه درآ ،6 ۀمرتب نیمربع لات کیدر  توانی م قیبه چند طر .118

 نباشند؟ ستون ای کیکه در  یطور

1 )302                       2 )313                      3 )260               4 )320 

 

 

 

 

b13. اگر متعامدند 4 ۀاز مرتب B و A نیدو مربع لات .119 = a22 = b31و 3 = b32 = a13 = b33و  3 = a31 = 2 

a32  صورت نیدر اد باشن + a33 + b23 + b12 کدام است؟ 

1 )12                         

2 )11                       

3 )13                    

4 )10 

 

a11اگر  متعامدند. 5 ۀاز مرتب B و A نیدو مربع لات .120 = a32 = a13و 1 = a33 = a13و  3 = a33 = a33و  3 = 2 

b12و  = b23 = b33 = b33 = a31 صورت نیدر ا باشند 2 + a33 + a21 + a32 کدام است؟  

  1 )13                           

2 )10                        

3 )13                 

4 )10 
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 . دیسؤال بعد پاسخ ده 3به  ریتوجه به اطلاعات ز با

 لیاتومب 3و رضا قرار است هر کدام  یمحمد عل یسه نفر با اسام

طبقه  3 نگیپارک کیرا در  ونیوانت و کام ی،متفاوت از انواع سوار

آن هم مختص  ،پارکی جا 3 یهر طبقه دارا ،که مطابق شکل مقابل

 یدسترس یدارا نگیپارک رو پارک کنند. هرنوع خود کیفقط 

 :است ریشروط ز یدارا ،نگیپارک نیپارک خودروها در ا. مجزاست

ی که محمد پارک م یونیکام :2 . شرطشوندی توسط افراد مختلف پارک م ،شوندی که در ستون دوم پارک م ییها لیاتومب: 1شرط 

 ه است. پارک کرد یباشد که رضا در آن سوار یدر ستون دیبا کند

 .نفر پارک شده باشد کیتوسط  دیبا لیحداقل دو نوع اتومب ،در ستون سوم :3 شرط

 پارک یکه عل یونیکام یبالا قاً یدق ای شودی که خودش پارک کرده پارک م یسوار ریز قاًیدق ای کندی که رضا پارک م : وانتی3 شرط

 ت.اس کرده

 

پارک شده توسط  یها ونیکام ،دوم و سوم پارک کنند یها در ستون بیرا به ترت یسوار لیاتومب یاگر رضا و عل .121

  رند؟یگ یها قرار م در کدام ستون بیبه ترت یرضا و عل

 دوم                 -اول( 2اول                 -دوم( 1

 سوم -اول( 4اول                 -سوم( 3

 

محمد و محمد پارک شده باشند،  ،توسط رضا بیوم به ترتدر ستون س یوانت و سوار ون،یکام یها لیاگر اتومب .122

 توسط کدام افراد پارک شده اند؟ بیدر ستون اول به ترت بیبا همان ترت هـا لینوع اتومب نیهم

 علی -رضا -علی( 2رضا                                    -علی -محمد( 1

 علی -رضا -محمد( 4علی                                   -علی -محمد( 3

 

 ،رضا و محمد پارک شده باشند ی،توسط عل بیاول، دوم و سوم به ترت یها ها در ستون اگر وانت .123

 شده است؟ پارکی ستون سوم توسط چه کس ونیکام

 علی                 ( 2رضا                 ( 1

 نمی توان اظهار نظر کرد.( 4محمد              ( 3

 1ستون  2ستون  3ستون 

 طبقه سوم )سواری( →   

 طبقه دوم )وانت( →   

 طبقه اول )کامیون( →   
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 را به طور قطع در ستون ها لیاتومب ای لیکدام اتومب یعل ،را در ستون سوم پارک کرده باشد لیرضا دو اتومب اگر .124

 اول پارک کرده است؟

 سواری و وانت( 2فقط کامیون                                    ( 1

 وانت و کامیون( 4سواری و کامیون                               ( 3

 

 کدام مربع لاتین، زوج متعامد ندارد؟ .125

 

1) 
3 3 2 1 

2 1 3 3 

3 3 1 2 

1 2 3 3  

 

2) 
1 2 3 3 

3 3 1 2 

2 3 3 1 

3 1 2 3  

 

3) 
3 3 2 1 

3 3 1 2 

2 1 3 3 

1 2 3 3  

 

3) 
3 3 2 1 

1 2 3 3 

3 3 1 2 

2 1 3 3  
 

 ج متعامد وجود دارد؟مقابل چند زو نیمربع لات یبرا .126

1 )0                                      2 )0 

3 )3                                      4 )1 

 

 ؟دهد لیتواند زوج متعامد تشک یمقابل نم نیبا مربع لات نیکدام مربع لات  .127

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3 2 1 

2 1 3 

1 3 2 

1 2 3 3 3 

3 3 3 1 2 

3 1 2 3 3 

2 3 3 3 1 

3 3 1 2 3 

    

1 2 3 3 3 

3 1 2 3 3 

3 3 1 2 3 

3 3 3 1 2 

2 3 3 3 1 

 

 

2)  

 

 

 

3)  

1 2 3 3 3 

3 3 1 2 3 

2 3 3 3 1 

3 1 2 3 3 

3 3 3 1 2 

     

3 3 3 2 1 

3 1 3 3 2 

1 2 3 3 3 

3 3 2 1 3 

2 3 1 3 3 

 

 

1)  

 

 

 

3)  

1 2 3 3 3 

2 3 3 3 1 

3 3 3 1 2 

3 3 1 2 3 

3 1 2 3 3 
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 (08)سراسری ریاضی            (ساخت؟ )تکرار مجاز است توانینوع گل مختلف م 5از  ییتا 3 ۀچند دست .128

1 )23                        2 )32                   3 )33                          4 )32 

 

 (08د ریاضی)آزا    توان نوشت؟ یم یچند عدد زوج هشت رقم 3,3,3,3,0,0,0,0با ارقام  .129

1 )
1!

3!3!
                       2 )0                          3 )10                  4 )20 

 

x1معادلۀ  .130
 + x2 + x3 + x3 = xiبا شرط  0 ∈ ℤ  وxi ≥  (08)آزاد ریاضی    چند جواب دارد؟ 0

1 )(
6

0
)                  2 )(

1

0
) + (

0

3
)               3 )(

6

0
) + (

1

3
)                 4 )(

10

0
) + (

6

3
) 

 

x1 ۀمعادل .131
 + x2 + 10x3 =  (08)آزاد ریاضی    دارد؟ یرمنفیغ حیچند جواب صح 20

1 )30                       2 )31                         3 )33                   4 )31 

 

 

 

 

x1 معادلۀ .132
 + x2 + x3 =

10

x3
 (08)آزاد ریاضی     دارد؟ یرمنفیغ حیچند جواب صح  

1 )10                       2 )13                       3 )13                      4 )6 

 

 

 

  نماند؟ یخال یلانه ا چیکه ه یبه طور رندیقرار گ زیمتما ۀلان 3در  توانندی م قیهفت کبوتر به چند طر .133

 (08)سراسری ریاضی 

1 )12                         2 )13                         3 )10                   4 )20 
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x1) معادلۀ .134
 + x2)

3 + x3 + x3 =  (08)آزاد ریاضی      دارد؟ یعیچند جواب طب  20

1 )21                        2 )11                        3 )22                  4 )(
23

20
) 

 

 

 

100 ۀنامعادل .135 < (x1 + x2 + x3)
3 <  (08)آزاد ریاضی     دارد؟ یعیچند جواب طب 230

1 )36                       2 )21                       3 )10                     4 )0 

 

 

 

 

به  ،آنان وجود دارد یبرا یسخنران بیترت قیچند طر .اند ثبت نام کرده یر جهت سخنراننف 5 شیهما کیدر  .136

 (08)سراسری ریاضی          کند؟ ینفر سخنران کیاز آنان فقط  ،b و a دو فرد مورد نظر یسخنران نیکه ب یطور

1 )20                     2 )23                     3 )30                     4 )30 

 

 

 

 

 سکه برسد؟ کیکه لااقل به هر کدام  یبه طور ،کرد میسه نفر تقس نیسکه را ب 12 توانی م قیبه چند طر .137

 (08)سراسری ریاضی        

1 )33                         2 )31                       3 )33                  4 )30 

 

x1 لۀمعاد .138 + 2x2 + 2x3 =  (08)آزاد ریاضی   دارد؟ یرمنفیغ حیچند جواب صح 20

1 )160                       2 )00                        3 )63                   4 )00 
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 4انتخاب کرد به شرط آنکه حداقل  ییپرسش را جهت پاسخگو 8 توانی م قیپرسش موجود به چند طر 10از  .139

 (08)سراسری ریاضی                                 نتخاب شود؟ا اول پرسش 5پرسش از 

1 )23                       2 )30                          3 )32                    4 )33 

 

 

 

x معادلۀ .140 + y + 3z2 =  (88)آزاد ریاضی      دارد؟ یرمنفیغ حیچند دسته جواب صح 21

1 )31                        2 )32                        3 )33                 4 )36 

 

 

 

 

 

  توان نوشت؟ یم «کانیرقم  <رقم دهگان  <رقم صدگان »با شرط  یچند عدد سه رقم 1,3,3,0,6 با ارقام .141

 (88یاضی)سراسری ر                                                                                                      

1 )1                            2 )6                          3 )10                 4 )12 

 

x معادلۀ یو نامنف حیصح یها تعداد جواب .142 + y + z =  (88)آزاد ریاضی         چند تا است؟  0

1 )30                          2 )33                        3 )30                 4 )32 

 

از  یکیلااقل  ،که در هر قفسه یداد به طور یجا زیقفسه متما 5را در  کسانیکتاب  9 توانی م قیبه چند طر .143

 (88)سراسری ریاضی          ها قرار داده شود؟آن

1 )33                        2 )32                         3 )30                 4 )00 
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x1 نامساوی یرمنفیو غ حیصح یها تعداد جواب .144 + x2 + x3 ≤  (89)سراسری ریاضی    کدام است؟  3

1 )30                        2 )32                        3 )33                  4 )33 

 

 

 

 

x نامعادله یرمنفیو غ حیصح یها تعداد جواب .145 + y + z ≤  (88ی ریاضی )سراسر   کدام است؟ 3

1 )30                        2 )33                      3 )30                      4 )00 
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 شمارش یبرا ییروش ها دوم: درس

 شمول و عدم شمول اصل

 یقو یاز ابزارها یکیاست.  ریمسائل هم دشوار و هم وقت گ یپرداختن به حل برخ یمعمول یها مواقع با روش یگاه

قرار  یو بررس لیمورد تحل یمسائل به ظاهر دشوار را به راحت تواندی که م باشدی اصل شمول و عدم شمول م ،شمارش

,Anاگر دهد … , A2, A3  از یمتناه یمجموعه هاS  ةمحاسب یبرا یفرمول مولاصل شمول و عدم ش ،باشند         

|A3 ∪ A2 ∪ … ∪ An|  دهدی ارائه م . 

دو مجموعه به  یبرا باشند اصل شمول و عدم شمول ، Sیها زیرمجموعه A2 و A3 و یمتناه یمجموعه ا S اگر (فلا

 .است صورت مقابل

|A3 ∪ A2| = |A3| + |A2| − |A3 ∩ A2| 

S

x

A3 A2

 

سه مجموعه  ی،اصل شمول و عدم شمول براباشند S یها زیرمجموعه A1 و A2 و A3 و یمتناه یمجموعه ا S اگر (ب

 .به صورت مقابل است

|A3 ∪ A2 ∪ A1| = |A3| + |A2| + |A1| − |A3 ∩ A2| − |A3 ∩ A1| 

−|A2 ∩ A1| + |A3 ∩ A2 ∩ A1| 

S

x

A3 A2

A1
 

 

 باشد؟ ریبخش پذ ۰ ای 6وجود دارد که بر  ۰۷ یمساو ایکوچکتر  یعیعدد طب چند .64
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ان تو یم قیبه چند طر ،اگر در شکل مقابل فقط حرکت به سمت راست و حرکت به سمت بالا مجاز باشد .6۰

   م؟یعبور کرده باش  Dای C از نقاط یکیکه حداقل از  یبه طور دیرس  B به A از

1 )103                      

2 )103                        

3 )132                       

6 )123 

B

A 

D

C

 
 

 

 

 (ستیتکرار مجاز ن)باشد؟  2 ای ۷ از ارقام یکی یکه حداقل دارا یوجود دارد به طور یعدد چهار رقم چند .64

 

 

 

 

 

 میمستقریشمول و عدم شمول به روش غ اصل

 که اگر صورت نی. به اکنند یم انیاصل را به صورت متممش ب نیکاربرد از اصل شمول و عدم شمول معمولاً ا در

An, … , A2, A3 محاسبة  یبرا یبراساس قانون دمورگان فرمول ،باشند یمتناه یمجموعه ها|A3
′ ∩ A2

′ ∩ … ∩ An
′ | 

 .شودی ارائه م

 :میدار ،ای از آن باشدزیرمجموعه   A3 و یمتناه یمجموعه ا S اگرالف( 

|A3
′ | = |S| − |A3| 

S

A3
A3
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 :میدار ،هایی از آن باشدزیرمجموعه A3 و A2و  یمتناه یمجموعه ا S اگرب( 

|A3
′ ∩ A2

′ | = |A3 ∪ A2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | = |S| − |A3 ∪ A2| 

= |S| − |A3| − |A2| + |A3 ∩ A2| 

S

xA3 A2

 

,A1 و یمتناه یمجموعه ا S اگرج(  A2, A3 میدار ،هایی از آن باشندزیرمجموعه: 

|A3
′ ∩ A2

′ ∩ A1
′ | = |A3 ∪ A2 ∪ A1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | = |S| − |A3 ∪ A2 ∪ A1| 

S

xA3 A2

A1
 

 

,3,2,1}  چند عضو در مجموعه .64 …  اول باشند؟ 3۷وجود دارد که نسبت به {300,

 

 

 

 نکته مهم در اصل شمول و عدم شمول چند

 (A فقط متعلق به)نباشند.  B باشند و متعلق به A به که متعلق ییاعضا تعداد

|A ∩ B′| = |A − B| = |A| − |A ∩ B| 

 

 

 

 

 

 

x

BA

U
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  دوم: گراففصل 

 .متعلق نباشند C به یباشند ول B و A که متعلق به ییاعضا تعداد

|A ∩ B ∩ C′| = |(A ∩ B) − C| = |A ∩ B| − |A ∩ B ∩ C| 

U

A
B

C 

 

 .نباشند C و B باشند و همزمان متعلق به A علق بهکه مت ییاعضا تعداد

|A ∩ (B ∩ C)′| = |A − (B ∩ C)| = |A| − |A ∩ B ∩ C| 

U

A
B

C 

 .نباشند C نباشند و متعلق به B باشند و متعلق به A که متعلق به ییاعضا تعداد

|A ∩ B′ ∩ C′| = |A ∩ (B ∪ C)′

U

A
B

C  

 د.باشن B فقط متعلق به ای A که فقط متعلق به ییاعضا تعداد

|A∆B| = |A ∪ B| − |A ∩ B| = |A − B| + |B − A| 

A

U

B

x

 

 

 

 

 

| = |A − (B ∪ C)| 

= |A| − |A ∩ (B ∪ C)| = |A| − |(A ∩ B) ∪ (A ∩ C)| 

= |A| − |A ∩ B| − |A ∩ C| + |A ∩ B ∩C| 



 

 

 
193 

 فصل سوم: ترکیبیات

 نباشد؟ ریبخش پذ ۰بر  یباشد ول ریبخش پذ 3وجود دارد که بر  0۷ یمساو ایکوچک تر  یعیچند عدد طب .0۷

 

 

 

  

,300,303,302} مجموعه در .01 …  ؟باشند ریبخش پذ 4بر  ای 6چند عدد وجود دارد که بر  {400,

1 )331                       2 )341              3 )313                      6 )333 

 

 

 

 

هستند،  ینکیم لاغر و هم عنفر ه 2 میهستند. اگر بدان ینکینفر ع 12نفر لاغر و  1۷ ،ینفر 26کلاس  کی در .02

 باشند؟یم ینکیلاغر و نه ع نه کلاس نیچند نفر از ا

 

 

 

 

 انتوی م قیبه چند طر ،اگر در شکل مقابل فقط حرکت به سمت راست و حرکت به سمت بالا مجاز باشد .03

1 )34                        

2 )33                  

3 )33                         

6 )43 

 

 

 

B

A 

D

C
 

 

از A به B رسید به طوری که از هیچ یک از نقاط C و D عبور نکنیم؟ 
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 ظاهر شوند؟ کباریحداقل  4و  3از ارقام  کیوجود دارد که در آنها هر  یچند عدد سه رقم .06
 (88)سراسری ریاضی   

1 )33                      2 )32                        3 )33                       6 )34 

 

 

 

 

3 که n مانند یعیعدد طب چند .00 ≤ n ≤  ریبخش پذ 4و  0 ،6از اعداد  کی چیوجود دارد که بر ه 130

  (یکتاب درس نی)مشابه تمر              نباشد؟

 

 

 

 

 

د کنن خود را با هم عوض یکلاه ها توانندی م قیبه چند طر باشندی کلاه م کی ینفر که هر کدام دارا سه .04

 نداشته باشند؟ اریخود را در اخت کلاه کدام چیکه ه یبه طور

 

 

 

 

و  ۰ کیقفل حداقل  یکه رمز بسته شده رو میباشد و بدان 4رقم از صفر تا  6قفل رمزدار شامل  کیاگر  .0۰

لازم است  یحداکثر چه زمان ،طول بکشد هیثان 0 یرقم 6و امتحان کردن هر رمز  شودی را شامل م 4 کی

 ()مشابه تمرین کتاب درسی  .(ندارد یدر سمت چپ اشکال صفر قرار گرفتن رقم ،در رمز)قفل باز شود؟  نیتا ا
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,3,2,1} مجموعه در .04 …  باشند؟ی نه مربع کامل و نه مکعب کامل م وجود دارد که چند عدد {90,

1 )14                       2 )13                       3 )13                     6 )19 

 

 

 

 

 

x3 معادله .04 + x2 + x1 = 2 که یدارد به طور یو نامنف حیچند جواب صح 32 ≤ x3 ≤ 3و  4 ≤ x2 ≤ 3 

 باشد؟

 

 

 

 

 

 

x3معادلة  .4۷ + x2 + x1 = 1 که یدارد به طور یو نامنف حیچند جواب صح 33 ≤ x3 ≤ 3و  4 ≤ x2 ≤ 3 

2و  ≤ x1 ≤  باشند؟ 3
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 خود قرار ندارند؟ یاصل یدر جا Vو  N ،Aاز حروف  کی چیه NAVID کلمةاز حروف  گشتیچند جا در .41

1 )43                      2 )42                      3 )44                     6 )43 

 

 

 

 

 یعضو n مجموعه کیبه  یعضو m مجموعه کیتوابع از  تعداد

,a) ییدوتا ی:ادآوری b)  که مییگویزوج مرتب م کیرا a اول و ةمؤلف b از  یدوم زوج مرتب است. به مجموعه ا ةمؤلف

R به طور مثال مییگوی م رابطه زیها ن زوج مرتب = {(−3,2), (0,1), زوج مرتب است که  1شامل  یرابطه ا {(2,3)

 .نشان داد زین یکانیمختصات و نمودار پ نمودار، آن را به صورت جدول توانی م

 مولفه اول -3 0 2

 وممولفه د 2 1 3

مگر آن  مینداشته باش یمولفه اول تکرار باید باشند. به عبارت بهتر زیاول متما یاست که در آن مولفه ها یابع رابطه ات

,(0,3)}برابر باشند. به طور مثال رابطه  زیدوم ن یکه مولفه ها (−2,3),  یرابطه ها یول ستیتابع ن {(0,1)

 :باشدی م ریمختلف به صورت ز یها شینما رشرط تابع بودن د

 ةفمول دیبودند با کسانیاول  ةمولف یاگر دو زوج مرتب دارا یباشند ول زیمتما ،اول یمولفه ها دیمرتب با یها زوج در( 1

 .باشد یمساو با هم زیدومشان ن

 .خارج شود کانیپ کی قاًیاز هر مولفه اول دق دیبا یکانیپ نمودار در( 2

نقطه قطع کند.  کینمودار را حداکثر در  ،ها محور عرض یمواز یهر خط دینمودار مختصات با در( 3

 )یعنی می تواند قطع هم نکند ولی در صورت قطع کردن باید فقط در یک نقطه باشد، نه بیشتر(
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مولفه دوم مولفه اول

2

0

1-

5

3

2

x
1- 21

2
1

y

5
4
3

,(2,0−)} تابع هستند.   (3,2), (−2,0)}, {(3,2), (0,3), (−1,3)}
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عضو  کی قاًی، دقAهرگاه متناظر با هر عضو از مجموعه  ،شودی م دهیع نامتاب کی B ةبه مجموع A ةرابطه از مجموع کی

Aبه طور مثال اگر .کرد ریرا بتوان نظ B ةاز مجموع = B و  {3,2,1,3} = توان یرا م B به A از f باشد آنگاه تابع {2,1}

fبه صورت = {(3,2), (2,2), (1,2), F پس اگر .کرد فیتعر {(3,1) = A → B تابع باشد 

|A|و  = m ، صورت نیر اد: 

 .باشد زیاول متما ةمولف m زوج مرتب با m یدارا دیحتماً با f تابع( 1

2 )Df = A 

A تابع از مجموعه چند .42 = 𝐁 به مجموعه {3,2,1,3} = {𝐚, 𝐛, 𝐜, 𝐝, 𝐞} نوشت؟ توان یم 

 

 

 

 

 .است nm برابر با یعضو nة مجموع کیبه  یعضو  mمجموعه کیتوابع از  تعداد 

 
  مختلف ةحوز k مختلف در یش n عیتوز

 کرد؟ مینفر تقس 3 نیخودکار مختلف را ب 0 توانی م قیچند طر به .43

 

 

 

حداقل  کیکه به هر  یکرد به طور عینفر توز 3 نیمختلف را ب یها کارت با رنگ 0 توانی م قیچند طر به .46

 برسد؟ کارت کی

1 )90                      2 )320                      3 )330                6 )330 

 

 

 

 



 

 
300 

 کیبه  کیعداد توابع ت

مؤلفه  ای کسانیاول  یمؤلفه ها ی،زیدو زوج مرتب متما چیهاست که در آن ه از زوج مرتب یمجموعه ا کیبه  کی تابع

 .باشند نداشته کسانیدوم  یها

 

A ةمجموع از .40 = B به {3,2,1} =  نوشت؟ توان یم کیبه  کیچند تابع  {3,2,1,3,3}

 

 

 

 

A ةمجموع از .44 = {a3, a2, a1, a3}  به B = {b3, b2, b1}  نوشت؟ توانی م کیبه  کیچند تابع 

 

 

 

 

|A|اگر   = m  و |B| = n صورت با شرط نیباشد در ا m ≤ n  ةاز مجموع کیبه  کیتعداد توابعA   به

,P(nی ش n نیاز ب یشm یها برابر با تعداد انتخاب B مجموعة m) =
n!

(n−m)!
= (n)m .است 

 

 کیاز  شتریکس ب چیکرد به شرط آن که ه عینفر توز 4 نیکتاب مختلف را ب 6 توانی م قیچند طر به .4۰

 .(میکتاب داده باش کیهر نفر حداکثر  به؟ )کتاب نداشته باشد

1 )3430                    2 )3410                  3 )3230              6 )3210 
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 پوشاتعداد توابع 

 fدر زوج مرتب های تابع  Bرا پوشا می گوییم هرگاه تمامی اعضای مجموعة  fنوشته شود، تابع  Bبه  Aاز   fاگر تابع 

Rfمورد استفاده قرار گرفته باشند یا اصطلاحاً پوشش داده شده باشند. پس  = B .می باشد 

:Fابع به زبان ریاضی و استفاده از سورهای عمومی و وجودی می توان گفت ت A → B :پوشاست اگر 

∀y ∈ B ∃x ∈ A; f(x) = y 

 

A چند تابع پوشا از .44 = {a3, a2, a1} به B = {b3, b2} نوشت؟ توانی م 

 

 

 

 

 

A تابع پوشا از چند .44 = Bبه  {3,2,1,3} =  نوشت؟  توانی م  {3,3,9}

1

5

9

1

2

3

4

1

5

9

1

2

3

4

1

5

9

1

2

3

4

یکی از توابع پوشا3Aیکی از توابع موجود در مجموعه 2Aیکی از توابع موجود در مجموعه 
 

 

 

 

 

A تابع پوشا از چند .۰۷ = {a, b, c} به B = {a, b, c, d} توان نوشت؟ یم 
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| A| اگر  =  m و  |B | =  n صورت با شرط نیباشد در اm ≥ n ، تعداد توابع ازA  بهB  ها که در آن 

Rf  =  B  است با برابر اصطلاحاً پوشا باشند ایباشد: 

nm − (
n

3
) (n − 3)m + (

m

2
) (n − 2)m − (

m

1
) (n − 1)m + ⋯ + 

(−3)n−3 (
n

n − 3
) 3m 

 

A ةاز مجموع .۰1 = B به مجموعه {3,2,1} =  کیبه  کیچند تابع پوشا و چند تابع  بیبه ترت {3,2,1}

 توان نوشت؟یم

1 )4 ،32                    2 )32 ،4                 3 )23 ،4                6 )4 ،4 

 

 

 

 

 

 

 .است کیبه  کیتوابع  برابر با تعداد یعضو nة مجموع کیبه  یعضو nة مجموع کیتعداد توابع پوشا از  همواره 

 .است و برعکس کیبه  کیکه نوشته شود حتماً  ییصورت هر تابع پوشا نیدر ا رایز

 

خودکار  کیکه به هر نفر حداقل  یکرد به طور عینفر توز 3 نیخودکار مختلف را ب 4 توانی م قیچند طر به .۰2

 برسد؟

1 )311                    2 )330                  3 )333                  6 )340 
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 یلانه کبوتر اصل

 یاراد ،و ظرافت یسادگ نیو در ع کنندی م یرویپ یاضیر نیما از قوان ةروزمر یاطراف و زندگ یایدن اتیهیاز بد یاریبس

هند لانه پرواز کنند و بخوا 3کبوتر به طرف  3هستند. به عنوان مثال واضح است که اگر  یگوناگون و متنوع یکاربردها

عادلانه )حالت ممکن  نیتر نانهیدو کبوتر خواهد بود به عبارت بهتر در بدب لاز لانه ها شام یکیحداقل  ،داخل لانه ها بشوند

لانه  کیکبوتر در  3که ممکن است هر  نیکما ا باشدی ها شامل دو کبوتر م از لانه یکیحداقل  (کردن عیروش توز نیتر

حضور  یهمانیم کینفر در  9 راگ نیمه لانه ها کمتر از دو کبوتر را شامل شوند. همچناما امکان ندارد که ه رندیقرار گ

صل ا کیتوان در قالب  یم . مضمون دو مثال قبل راباشدی روز هفته م کیحداقل روز تولد دو نفر از آنها در  ،داشته باشند

 .کرد انیب یکبوتر ةساده به نام اصل لان

mکه  یبه طور میلانه داشته باش nتر و کبو mاگر  ی:لانه کبوتر اصل   > n کبوترها درون لانه ها قرار  ةو هم

 کبوتر قرار گرفته است. 2وجود دارد که در آن حداقل  یصورت لانه ا نیدر ا ،رندیبگ

این اصل به نام های اصل دیریکه یا اصل حجره ها نیز بیان می شود. درست است که این اصل صورتی واضح دارد و بدیهی 

نظر می رسد اما در واقع یک قضیه است که با برهان خلف اثبات می شود و بسیار پرکاربرد می باشد و بیشتر در جاهایی  به

 مورد استفاده قرار می گیرد که بخواهیم وجود دو یا چند شی را که دارای ویژگی مشترک هستند را اثبات کنیم. 

 کبوتر می باشد. 3اقل یکی از لانه ها شامل لانه قرار دهیم حد 0کبوتر را در  11ثابت کنید اگر .۰3

5لانه حداکثر  5کبوتر را شامل نشود در این صورت در  2: استفاده از برهان خلف: فرض می کنیم هیچ لانه ای بیش از پاسخ × 2 = 01 

کبوتر  3یکی از لانه ها شامل کبوتر است در تناقض می باشد. پس حداقل  00کبوتر قرار گرفته اند که این نتیجه با فرض سؤال که دارا بودن 

 است.

 

 هم نهشت می باشند. 6عدد طبیعی دلخواه حداقل دو عدد وجود دارد که به پیمانة  0ثابت کنید در بین هر  .۰6

 {1,0,2,3}نوع باقی مانده هستند که یکی از اعضای مجموعۀ  4دارای  4: می دانیم همۀ اعداد طبیعی در تقسیم بر پاسخ

را لانه ها فرض کنیم طبق اصل لانۀ  4عدد طبیعی را کبوترها و باقی مانده های تقسیم اعداد بر  5می باشد. حال اگر 

عدد باقی مانده های تقسیم آن  5عدد از این  2کبوتر در یک لانه قرار می گیرند به عبارت بهتر حداقل  2کبوتری حداقل 

 همنهشت می باشند. 4با هم برابر است و به پیمانۀ  4ها بر 
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نفر از آن ها دارای ماه تولد یکسان  2قل چند نفر در یک جلسه حاضر باشند تا مطمئن شویم حداقل حدا .۰0

 هستند؟

1 )31                         2 )33                    3 )23                       6 )24 

 درست است. 0پاسخ : گزینۀ 

02ار داریم که اگر لانه در اختی 02ماه است بنابراین  02چون هر سال  × 0 = کبوتر داشته باشیم نمی توانیم مطمئن باشیم حداقل در  02

ام را هم در اختیار داشته باشیم در این صورت مطمئن خواهیم شد که حداقل در یکی از 03کبوتر قرار می گیرد اما اگر کبوتر  2یکی از لانه ها 

 نفر باشد. 03جلسه باید کبوتر قرار دارد. پس حداقل تعداد حاضران در  2لانه ها 

 

 2در نظر بگیریم تا مطمئن شویم حداقل  2حداقل چند نقطه درون یک مثلث متساوی الاضلاع به ضلع  .۰4

 دارند؟  1نقطه در میان آن ها فاصله ای کمتر از 

1 )1                             2 )3                       3 )3                        6 )4 

 درست است. 3: گزینۀ  پاسخ

11

1

1 1

1
A B

 

می دانیم در یک مثلث بیشترین فاصلۀ دو نقطه، فاصلۀ دو رأس یا ضلع مثلث است. پس ابتدا مثلث را به شکل مقابل تقسیم بندی 

نه در نظر بگیریم برای آن که لا 4مثلث را  4پدید می آید. اگر این  0مثلث متساوی الاضلاع به ضلع  4می کنیم. ملاحظه می شود که 

4)است باید  0مطمئن شویم حداقل فاصلۀ دو نقطه از هم کمتر از  × 0 + 0) = ABنقطه درون این مثلث انتخاب کنیم پس  5 < 0 

 می باشد.

 

قسمت مساوی تقسیم کنیم می توانیم با رسم  nاگر هر ضلع مثلث متساوی الاضلاعی را به   

 مثلث متساوی الاضلاع به ابعاد کوچک تر ایجاد کنیم.  n2خطوطی موازی دیگر اضلاع مثلث ،
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مثلث متساوی الاضلاع به ضلع یک ایجاد  14می توان  6به طور مثال در یک مثلث متساوی به ضلع  

 ایجاد کرد. 2مثلث متساوی الاضلاع به ضلع  6کرد یا 

 

 است. 2√دو نقطه از این پنج نقطه کمتر از مفروض اند. ثابت کنید حداقل فاصلة 2پنج نقطه داخل مربعی به ضلع  .۰۰

لانه و  4مربع کوچک تر را  4مربع مساوی تقسیم می کنیم.  4: ابتدا با رسم محورهای تقارنی که موازی اضلاع هستند، سطح مربع را به پاسخ

ق دارند. با توجه کی از مربع های کوچک تعلکبوتر در نظر می گیریم. طبق اصل لانۀ کبوتری حداقل دو تا از نقطه ها به ی 5نقطۀ مفروض را  5

با استفاده از قضیۀ فیثاغورس به  B و  Aو فاصلۀ دو نقطۀ  0است در نتیجه طول ضلع مربع های کوچک  2به آن که طول ضلع مربع بزرگ 

                                                       دست می آید.  

     AB2 = AH2 + BH2 
A

H B

1 1

1

1

11

1

1

 
     ر هستند. درنتیجه داریم:      که طول ضلع مربع های کوچک است کمت 0از  BHو  AHهمان طور که از شکل مشخص است طول های 

              AB2 < 02 + 02 ⇒ AB2 < 2 ⇒ AB < √2 

 

pثابت کنید در هر گراف ساده از مرتبة  .۰4 ≥  جود دارد.حداقل دو رأس هم درجه و 2

عدد مختلف می باشند. همچنین می دانیم  pاست که  p-0، درجۀ هر رأس عددی بین صفر تا p : می دانیم در هر گراف ساده از مرتبۀ پاسخ

نوع ( p-0وجود داشته باشد. بنابراین حداکثر ) p-0امکان ندارد که هم زمان رأس درجۀ صفر و رأس درجۀ  pکه در یک گراف ساده از مرتبۀ 

رأس با هم  2لانه در نظر بگیریم طبق اصل لانۀ کبوتری حداقل درجۀ ( p-0نوع درجه را )( p-0کبوتر و )p رأس را  pرجه خواهیم داشت. اگر د

 برابر می باشد.
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mلانه قرار بگیرد به طوری که  nکبوتر درون  mتعمیم اصل لانه کبوتری: اگر   > nk  آنگاه لانه ای وجود دارد ،

kکه حداقل ) + نه ای لانه قرار دهیم، لا nکبوتر را در  mکبوتر در آن قرار گرفته است. به عبارت بهتر اگر بخواهیم   (3

⌉ وجود خواهد داشت که حداقل
m

n
 کبوتر در آن قرار دارد.⌈

 

نفر از آن ها ماه و روز تولدشان  nچه عددی باشد تا مطمئن باشیم حداقل  nنفری،  2۰1در یک دبیرستان  .۰4

 یکی است؟ در هفته

1 )2                        2 )1                      3 )3                     6 )3 

02روز است. بنابراین  7ماه و هر هفته  02هر سال  درست است. 3: گزینۀ پاسخ × 7 = کبوتر  270لانه داریم، با توجه به فرض سؤال  44

⌉ل را دارا می باشیم پس حداقل یکی از لانه ها شام
270

44
⌉ =  کبوتر است. 4

دانش آموز وجود دارد. حداقل چند نفر از  213در یک دبیرستان »تذکر: ممکن است صورت سؤال تست قبل به صورت 

 باشد.« آن ها ماه و روز تولدشان یکی است؟

 

ه ، حداقل چند عضو باقی ماند11بر  Sعضو از اعداد طبیعی است. در تقسیم اعضای  02دارای  Sمجموعة  .4۷

 یکسان دارند؟ )بدبینانه ترین حالت ممکن در توزیع و تنوع اعداد را در نظر بگیرید.(

1 )1                              2 )3                     3 )3                     6 )4 

 درست است. 3پاسخ: گزینۀ 

⌉لانه در اختیار داریم پس حداقل  00کبوتر و  52
52

00
⌉ = عدد  5در یک لانه قرار می گیرند. به عبارت بهتر حداقل کبوتر  5

 دارای باقی ماندۀ یکسان هستند. 00در تقسیم بر  Sاز مجموعۀ 

 2۷حداقل چند نفر در یک سالن ورزشی مشغول تماشای مسابقة کشتی باشند تا مطمئن شویم حداقل  .41

 کتاب درسی()مشابه تمرین      نفر از آن ها روز تولدشان در هفته یکسان باشد؟

01لانه در اختیار داریم که اگر  7روز است بنابراین  7: هر هفته پاسخ × 7 = کبوتر داشته باشیم نمی توانیم مطمئن  033

ام را هم در اختیار داشته باشیم در این صورت 034کبوتر قرار می گیرد اما اگر کبوتر  21باشیم حداقل در یکی از لانه ها 

 نفر باید در سالن حاضر باشند. 034کبوتر قرار دارد. پس حداقل  21ر یکی از لانه ها مطمئن خواهیم شد که حداقل د

 فصل سوم: ترکیبیات
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⌉می توانستیم از نکتة قبل استفاده کنیم به طوری که  33تذکر: برای حل سؤال 
m

1
⌉ = Min(m)است پس  20 = 39 × 1 + 3 

 می باشد. 313برابر 

 

n(kکبوتر قرار گیرد برابر با k، لانه nحداقل تعداد کبوتر برای این که حداقل در یکی از   − 3) +  است.   3

نفر از آن ها روز  ۰دانش آموز مشغول تحصیل باشند حداقل  0۷0ثابت کنید اگر در یک دبیرستان حداقل  .42

 )مشابه تمرین کتاب درسی(        تولدشان در هفته و ماه تولدشان در سال یکسان است.

02روز دارد. بنابراین  7ماه و هر هفته  02: می دانیم هر سال پاسخ × 7 = 44لانه در اختیار داریم که اگر  44 × 6 = دانش آموز  514

نفر از آن ها ماه و روز تولدشان در هفته یکسان است. اما  7در دبیرستان مشغول به تحصیل باشند نمی توانیم مطمئن باشیم که حداقل 

 نفر قرار دارند. 7د که حداقل در یکی از لانه ها نفر باشد در این صورت مطمئن خواهیم ش 515اگر تعداد دانش آموزان 

 

یک تاس همگن را حداقل چند بار پرتاب کنیم تا به طور یقین سه بار یا بیشتر، نتیجة یکسان داشته  .43

 (59)سراسری ریاضی                     باشیم؟

1 )32                        2 )31                    3 )33                  6 )39 

 درست است. 2پاسخ : گزینۀ 

حالت دارد که اگر هر یک از اعداد روی تاس را یک لانه فرض کنیم طبق رابطۀ گفته شده در اصل لانۀ کبوتری و نکتۀ قبل اگر  6یک تاس 

6بار نتیجۀ یکسان داشته ایم باید حداقل تاس را  3بخواهیم مطمئن شویم که حداقل  × (3 − 0) + 0 = یم. طبق آن بار پرتاب کن 03

⌉ چه در درسنامه بیان کردیم، داریم:
m

6
⌉ = 3 ⇒ 03 ≤ m ≤ 04 ⇒ Min(m) = 03 

 

گوی زرد موجود است. حداقل چند گوی خارج  4گوی آبی و  ۰گوی سفید،  0گوی قرمز،  3در جعبه ای  .46

 (59)خارج ریاضی         گوی خارج شده همرنگ باشند؟ 4کنیم تا مطمئن باشیم 

1 )31                          2 )33                          3 )39                 6 )20 

 درست است. 3پاسخ : گزینۀ 

گوی زرد از جعبه خارج  5گوی آبی و  5گوی سفید،  5گوی قرمز،  3باید بدبینانه ترین حالت ممکن را در نظر بگیریم. اگر 

ی همرنگ است دست پیدا نکرده ایم اگر یک گوی دیگر از گو 6کنیم باز هم به شرایط دلخواه و مورد نظر که خارج شدن 

گوی همرنگ وجود دارد. پس باید حداقل  6جعبه خارج کنیم مطمئن خواهیم شد که حتماً در گوی های خارج شده 

(3 + 5 + 5 + 5) + 0 =  گوی از جعبه خارج کنیم. 01
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نی هست که در آن حداقل شاخه گل را حداکثر در چند گلدان قرار دهیم تا اطمینان داشته باشیم گلدا 06 .40

 )مشابه تمرین کتاب درسی(       شاخه گل قرار گرفته است؟ 0

کبوتر قرار  5-0=4لانه داشته باشیم در بدبینانه ترین حالت ممکن باید در هر لانه  nکبوتر فرض می کنیم. اگر  54شاخه گل را  54: پاسخ

4n)ون اگر کبوتر کبوتر نیاز داریم. اکن 4nگیرد که در این صورت حتماً به  + امُ را در اختیار داشته باشیم مطمئن خواهیم شد حداقل در (0

4n                  کبوتر قرار دارد. داریم:  5یکی از لانه ها  + 0 ≤ 54 ⇒ 4n ≤ 53 ⇒ n ≤
53

4
⇒ Max(n) = 03 

⌉     طبق آن چه در درسنامه بیان کردیم، داریم:
54

n
⌉ = 5 ⇒

54

n
> 4 ⇒ n <

54

4
⇒ Max(n) = 03 

 

کبوتر درون آن ها قرار گیرند به طوری که حداقل در یکی از لانه ها دست کم  mثر تعداد لانه برای این که حداک 

k  کبوتر وجود داشته باشد برابر با [
m−3

k−3
 است.[

 

نفر  4نفر را حداکثر در چند کلاس می توان جا داد به طوری که حداقل در یکی از کلاس ها حداقل  00 .44

 ؟وجود داشته باشد

1 )4                        2 )3                          3 )9                   6 )1 

 درست است. 4پاسخ: گزینۀ 

کبوتر هم نمی توانیم مطمئن شویم که  n7کبوتر قرار گیرد در این صورت با در اختیار داشتن  4-0=7لانه داشته باشیم و در هر لانه  nاگر  

7n)کبوتر قرار دارد. پس حداقل باید  4حداقل  در یکی از لانه ها + 7n  کبوتر در اختیار داشته باشیم. داریم: (0 + 0 ≤ 55 ⇒ 7n ≤
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 پرسش های تشریحی

 چند عدد وجود دارد که: 2۷۷تا  1در بین اعداد طبیعی  .1

 بخش پذیر باشند.             1یا  3الف( بر 

 بخش پذیر نباشند. 1ر بخش پذیر باشند ولی ب 3ب( بر 

 بخش پذیر باشند.     1یا فقط بر  3ج( فقط بر 

 بخش پذیر باشند. 1و نه بر  3د( نه بر 

 

نفر بسکتبال بازی می کنند. اگر  4نفر والیبال و  11نفر فوتبال بازی می کنند،  10نفری،  36در یک کلاس  .2

 3نفر والیبال و بسکتبال و  4تبال و والیبال، نفر فو 0نفر عضو هیچ یک از این سه تیم نبوده و  1۷بدانیم 

   )مشابه تمرین کتاب درسی(                  نفر فوتبال و بسکتبال بازی می کنند. مشخص کنید:

 الف( چند نفر هر سه رشته ورزشی را بازی می کنند؟                    

 ب( چند نفر فقط فوتبال بازی می کنند؟

 ازی می کنند ولی بسکتبال بازی نمی کنند؟ج( چند نفر والیبال ب

 د( چند نفر فقط در یک رشته بازی می کنند؟

 

 ظاهر می شوند؟ )تکرار مجاز است.( 6و  3هر دو رقم  0و  6و  3و 2و 1در چند عدد سه رقمی با ارقام  .3

 

د به طوری رسی Bبه  Aاگر فقط بتوان به سمت بالا یا به سمت راست حرکت کرد، چند طریق می توان از  .6

 گذر نکرده باشیم؟ Dبگذریم ولی از نقطة  Cکه از 

B

A 

D

C
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هستند را باز کنیم و تمام  3و  2و  ۰رقمی و فاقد صفر را که سه رقم آن  0اگر بخواهیم یک قفل شامل رمز  .0

یار ما قرار داده و هستند را در اخت 3و یک رقم  2و یک رقم  ۰رقمی که شامل حداقل یک رقم  0اعداد 

ثانیه طول بکشد، برای باز کردن این قفل حداکثر  4رقمی،  0بستن و امتحان کردن هر یک از این اعداد 

 )مشابه تمرین کتاب درسی(        چقدر زمان نیاز داریم؟

 

:𝐟چه تعداد تابع همچون  .4 𝐀 → 𝐁 می توان تعریف کرد اگر بدانیم |A| = |B|و 3 = است؟ چه تعداد از   3

 )مشابه تمرین کتاب درسی(       این توابع یک به یک هستند؟

 

نفر توزیع کرد، اگر بخواهیم به هر نفر حداکثر یک کتاب  4کتاب مختلف را بین  0به چند طریق می توان  .۰

 )مشابه تمرین کتاب درسی(          بدهیم؟

 

قسیم کرد، به طوری که هر داور فیلم سینمایی را بین سه داور برای داوری ت 4به چند طریق می توان  .4

 )مشابه تمرین کتاب درسی(       حداقل یک فیلم را داوری کند؟

 

 )مشابه تمرین کتاب درسی( نفر حداقل دو نفر هستند که در یک روز متولد شده اند. 344ثابت کنید در بین هر  .4

 

  جموعشان، عددی زوج شود.ثابت کنید در بین هر سه عدد طبیعی حداقل دو عدد طبیعی وجود دارد که م .1۷

 )مشابه تمرین کتاب درسی(   

 

A مجموعه اعداد .11 = {3,2,1, …  Aعضوی از  63را در نظر می گیریم نشان دهید هر زیر مجموعة  {33,

 )مشابه تمرین کتاب درسی(    .باشد 40عضو است که مجموعشان برابر با  2دارای حداقل 

 

A مجموعة اعداد .12 = {3,3,9,31, … ا که به صورت یک تصاعد عددی مرتب شده ر {11,33,33,

عضو را انتخاب کنیم، نشان دهید که حداقل  13اند را در نظر می گیریم. اگر از این مجموعه 

 )مشابه تمرین کتاب درسی(          باشد. 4۷عدد وجود دارد که مجموعشان برابر با  13عدد در این  2
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4 نقطه درون یک مستطیل 13 .13 × نقطه وجود دارد که  13نقطه از این  2ن دهید حداقل قرار دارند. نشا 3

 )مشابه تمرین کتاب درسی(       باشد. 3√فاصلة آن ها از هم، کمتر از

 

نقطه وجود  0نقطه در صفحه با مختصات صحیح در نظر می گیریم. ثابت کنید حداقل دو نقطه از این  0 .16

 )مشابه تمرین کتاب درسی(  حیح می باشد.دارد به طوری که مختصات نقطة وسط این دو نقطه نیز ص

 

گرمی وجود دارد. در  4گرمی و در یکی از آن ها ده سیب  1۷تا از آن ها ده سیب  4جعبه در اختیار داریم که در  1۷ .10

گرمی است فقط  4جعبه، یک قاتل و یک ترازو نیز قرار دارد. برای تشخیص جعبه ای که شامل ده سیب  1۷کنار این 

زۀ استفاده از ترازو را دارید و در صورتی که جعبه را اشتباه تشخیص دهید توسط قاتل کشته خواهید یک بار اجا

 )سؤال هوش(         شد. برای زنده ماندن با چه روشی باید جعبة مورد نظر را پیدا کرد؟
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 پاسخ پرسش های تشریحی

 را به صورت مقابل تعریف می کنیم:  B  و Aابتدا دو مجموعة  .1

 Aبخش پذیرند =  3،         اعدادی که بر        Bبخش پذیرند =  1دی که بر اعدا

A|)الف ∪ B| = |A| + |B| − |A ∩ B| = [
200

3
] + [

200

1
] − [

200

23
] = 30 + 23 − 1 = 13 

A|)ب ∩ B′| = |A − B| = |A| − |A ∩ B| = [
200

3
] − [

200

23
] = 30 − 1 = 31 

|A∆B|)ج = |A ∪ B| − |A ∩ B| = |A| + |B| − 2|A ∩ B| = [
200

3
] + [

200

1
] − 2 [

200

23
] = 30 +

23 − 33 = 43 

)د  |A′ ∩ B′| = |(A ∪ B)′| = |S| − |A ∪ B| = |S| − |A| − |B| + |A ∩ B| = 200 − [
200

3
] −

[
200

1
] + [

200

23
] = 200 − 30 − 23 + 1 = 329 

 

 را به صورت زیر تعریف می کنیم: Cو  Bو  Aابتدا سه مجموعة  .2

 ،   B، نفراتی که والیبال بازی می کنند =  C نفراتی که بسکتبال بازی می کنند =

 Aکه فوتبال بازی می کنند =  نفراتی

 استفاده از جبر مجموعه ها: با توجه به اطلاعات مسئله داریم:

B

C

A

S

10

3

3
33

2

10

۷

 

|S| = 13 , |A| = 33, |B| = 33 , |C| = 9, |A ∩ B| = 3, |A ∩ C| = 1 

, |B ∩ C| = 4 , |A′ ∩ B′ ∩ C′| = 30 

A|)الف ∪ B ∪ C| = |(A′ ∩ B′ ∩ C′)| = |S| − |A′ ∩ B′ ∩ C′| = 13 − 30 = 23 

)ب  |A ∩ B′ ∩ C′| = |(A ∩ (B ∪ C)′| = |A − (B ∪ C)| = |A| − |A ∩ (B ∪ C)| = |A| − |(A ∩ B) ∪ (B ∩ C)| 

= |A| − |A ∩ B| − |A ∩ C| + |A ∩ B ∩ C| = 33 − 3 − 1 + |A ∩ B ∩ C| 

 از طرفی طبق قسمت الف داریم:

|A ∪ B ∪ C| = |A| + |B| + |C| − |A ∩ B| − |A ∩ C| − |A ∩ B| + |A ∩ B ∩ C| 

⟹ 23 = 23 + |A ∩ B ∩ C| ⟹ |A ∩ B ∩ C| = 1 
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 برابر است با:در نتیجه تعداد افرادی که فقط فوتبال بازی می کنند 

|A ∩ B′ ∩ C′| = 33 − 3 − 1 + 1 = 30 

)ج   |B ∩ C′| = |B − C| = |B| − |B ∩ C)| = 33 − 4 = 3  

A| )د ∩ B′ ∩ C′| + |(A′ ∩ B ∩ C′)| + |(A′ ∩ B′ ∩ C)| 

= |A ∩ (B ∪ C′)| + |B ∩ (A ∪ C)′| + |C ∩ (A ∪ B)′| 

= |A − (B ∪ C)| + |B − (A ∪ C)| + |C − (A ∪ B)| 

= |A| − |A ∩ B| − |A ∩ C| + |A ∩ B ∩ C| + |B| − |A ∩ B| − |B ∩ C| + |A ∩ B ∩ C| + |C|

− |A ∩ C| − |B ∩ C| + |A ∩ C ∩ B| 

= 33 − 3 − 1 + 1 + 33 − 3 − 4 + 1 + 9 − 1 − 4 + 1 = 34 

A| (الف               استفاده از نمودار ون:         ∪ B ∪ C| = 30 + 2 + 1 + 1 + 1 + 1 = 23 

A| (ب ∩ B′ ∩ C′| = 33 − 2 − 1 − 0 = 30 

B| (ج ∩ C′| = 33 − 1 − 1 = 3 

A| (د ∩ B′ ∩ C′| + |A′ ∩ B ∩ C′| + |A′ ∩ B′ ∩ C| = 30 + 1 + 1 = 34 

 

 .را به صورت زیر تعریف می کنیمA3 وA2  دو مجموعه .3

 A3را ندارند = 1,      اعدادی که رقم        A2را ندارند =  3اعدادی که رقم 

|A3′ ∩ A2′| = |S| − |A3 ∪ A2| = |S| − |A3| − |A2| + |A3 ∩ A2| = 33 − 33 − 33 + 13 = 393 

 

 بنابراین داریم: است.  Bبه  Aحرکت به سمت بالا یا به سمت راست کوتاه ترین مسیر برای رسیدن از  .6

 Cبرسیم =  Bبه  Aعبور کنیم و از  C،   از     D=   برسیم Bبه  Aعبور کنیم و از  Dاز   

|C ∩ D′| = |C − D| = |C| − |C ∩ D| = (
3!

2! × 2!
×

1!

1! × 3!
) − (

3!

2! × 2!
×

1!

2! × 3!
×

3!

2! × 2!
) = 302 

 

 ی باشد و حتی ممکن است عدد چهارمر مرا داراست و فاقد رقم صف 1و  1و  2عدد پنج رقمی مورد نظر حتماً ارقام  .0

 :را به صورت مقابل تعریف می کنیمA3 وA2 و A1  وپنجم آن هم از همین اعداد انتخاب گردد. پس سه مجموعة

 A1دارا نمی باشند = را  1,اعداد پنج رقمی که  A2را دارا نمی باشند =  1, اعداد پنج رقمی که A3را دارا نمی باشند = 2اعداد پنج رقمی که 
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  دوم: گراففصل 

 طبق آن چه در نکات اصل شمول و عدم شمول بیان کردیم، داریم:

|A3′ ∩ A2′ ∩ A1′| = |S| − |A3 ∪ A2 ∪ A1| 

= |S| − |A3| − |A2| − |A1| + |A3 ∩ A2| + |A3 ∩ A1| + |A2 ∩ A1| − |A3 ∩ A2 ∩ A1| 

|A3| = |A2| = |A1| = 33 

|A3 ∩ A2| = |A3 ∩ A1| = |A2 ∩ A1| = 13 

|A3 ∩ A2 ∩ A1| = 43 

⟹ |A3′ ∩ A2′ ∩ A1′| = 90000 − 1 × 33 + 1 × 13 − 43 = 13133 

13133ثانیه طول می کشد حداکثر زمان برای باز کردن این قفل برابر  4از آن جایی که امتحان کردن هر رمز  × 4 = 204034 

 ثانیه است.

 

33برابر  Bبه مجموعة  Aدرسنامه تعداد توابع از مجموعة طبق  .4 =  تاست.  3023

|A|طبق درسنامه چون  > |B|  است بنابراین از مجموعةA  به مجموعةB.تابع یک به یک نوشت ، 

 

عضوی به  3تعداد حالت های ممکن  برای انجام این عمل معادل با پیدا کردن تعداد توابع یک به یک از مجموعه ای  .۰

 باشد، داریم:                 fبنامیم و روش توزیع کردن  a3تا  a3کتاب مختلف را  3عضوی است. اگر  3جموعه ای م

  f = {(a3, □), (a2, □), (a1, □), (a3, □), (a3, □)} 

 یم.در مربع ها نباید نام های تکراری از افراد باشد زیرا به هر نفر حداکثر باید یک کتاب داده باش

تعداد کل روش های توزیع کردن =
3

f(a3)
×

1

f(a2)
×

4

f(a1)
×

3

f(a3)
×

3

f(a3)
= (3)3 =

3!

1!
= 4120  

 

عضوی به مجموعه  4تعداد حالت های ممکن برای انجام این عمل معادل با پیدا کردن تعداد توابع پوشا از مجموعه ای  .4

 عضوی است. داریم: 1ای 

   A1سوم فیلم نرسد = به داور 

  A2به داور دوم فیلم نرسد = 

 A3به داور اول فیلم نرسد =

|A3′ ∩ A2′ ∩ A1′| = |S| − |A3 ∪ A2 ∪ A1| = 14−24 − 24−24+34+34+34 − 0 = 330  
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 فصل سوم: ترکیبیات

کبوتر  143نفر را  143اد لانه ها و روزی( رخ می دهد. اگر تعداد روزها را تعد 144بیشترین تعداد روز در سال کبیسه ) .4

کبوتر در یک لانه قرار می گیرند. به عبارت بهتر  2در نظر بگیریم در این صورت طبق اصل لانة کبوتری حداقل 

 در یک روز متولد شده اند. 143حداقل دو نفر از این 

 

بیعی زوج. از طرفی می دانیم جمع می دانیم دو نوع عدد طبیعی وجود دارد که عبارتند از عدد طبیعی فرد و عدد ط .1۷

لانه در نظر بگیریم  2نوع عدد طبیعی را  2کبوتر و  1عدد را  1دو عدد طبیعی هم نوع، عددی زوج می گردد. اگر 

کبوتر در یک لانه قرار می گیرند. به عبارت بهتر حداقل دو عدد هم نوع در بین این  2طبق اصل لانة کبوتری حداقل 

 دارد که مجموع آن ها عددی زوج می شود.سه عدد طبیعی وجود 

 

,{32,31}مجموعة  32را به  Aاگر اعضای مجموعة  .11 … , {2,31}, لانه و  32مجموعه را  32افراز کنیم و این  {3,33}

کبوتر در یک  2کبوتر در نظر بگیریم طبق اصل لانة کبوتری حداقل  31را  Aعضو انتخابی از مجموعة  31از طرفی 

 است. 33عدد وجود خواهند داشت که مجموعشان برابر  2د. به عبارت بهتر حداقل لانه قرار می گیرن

 

12. t3 = 3, tn = 33 ⟹ d =
tn−t3

n−3
⟹ 3 =

33−3

n−3
⟹ n − 3 = 23 ⟹ n = 22 

مجموعة  32را به  Aعضو است. اگر مجموعة  22دارای  Aبنابراین مجموعة 

و{33,39} … ,{31,11} و {9,33}, {3,33}, {33},  32از هر یک عضو انتخاب کنیم در بدترین حالت  افراز کنیم و {3}

انتخاب کنیم در  Aنمی شود. اما اگر یک عضو دیگر از مجموعة  90عضو وجود دارد که مجموع هیچ دوتایی از آن ها برابر 

 می گردد. 90این صورت حتماً مجموع دو تا از اعضا برابر 

 

4اگر این مستطیل  .13 × 2مربع  32را به صورت مقابل به  3 × لانه فرض  32تقسیم کنیم و آن ها را  2

کبوتر در نظر بگیریم طبق اصل  31نقطه درون این مستطیل قرار دهیم و آن ها را  31کنیم و از طرفی 

با  B و  Aلانة کبوتری حداقل دو تا از نقاط به یکی از مربع های کوچک تعلق دارند. فاصلة دو نقطة 

AB2       استفاده از قضیة فیثاغورس داریم: = AH2 + BH2 

که طول ضلع مربع های کوچک است  2از   BHو  AHهمان طور که از شکل مشخص است طول های 

AB2   کمتر هستند. درنتیجه داریم:   < 22 + 22 ⟹ AB2 < 3 ⟹ AB < 2√2 
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  دوم: گراففصل 

 از رابطة زیر به دست می آید. Bو  Aمی دانیم مختصات دو نقطة  .16

B, A مختصات وسط =
A + B

2
= (

xA + xB

2
,
yA + yB

2
) 

حالت زیر را  3برای صحیح شدن طول و عرض باید زوج وفرد بودن مختصات را بررسی کنیم. مختصات هر نقطه می تواند 

 داشته باشد.

(زوج و زوج) , ( فرد و فرد) , (فرد و زوج) ,  ( زوج و فرد)

کبوتر فرض کنیم طبق اصل لانة کبوتری حداقل دو تا  3نقطه را  3لانه در نظر بگیریم و  3اگر این حالت ها را به عنوان 

نقطه دارای حالت مشابه در مختصاتشان  3از نقاط درون یک لانه قرار می گیرند. به عبارت بهتر حداقل دو نقطه از این 

می باشند. در صورتی که دو نقطه دارای حالت مشابه در مختصاتشان باشند، مجموع طول ها و مجموع عرض های آن 

 دی زوج می باشند بنابراین نقطة وسط آن ها حتماً دارای مختصات صحیح است.عد

 

ابتدا جعبه ها را شماره گذاری می کنیم و به اندازة شمارة جعبه ها، از درون جعبه ها سیب خارج می کنیم اگر همة  .10

اما اکنون یکی از  گرم می شود 330گرمی باشند، مجموع سیب های خارج شده برابر  30جعبه دارای سیب های  30

3)گرمی است اگر  9جعبه های دارای سیب های  ≤ n ≤ 30)n  شمارة جعبة مورد نظر باشد بنابراین وزن سیب

گرم کمتر است. )یک مهندس خوب برای بارور کردن ایده های علمی خود  330گرم از  nهای خارج شده به اندازة 

ثروت خود را مدیون ترکیبیات و علوم کامپیوتر می داند.  نیاز به ترکیبیات و مسائل هوش دارد. چنانچه بیل گیتس

 در آینده از این دست مسائل زیاد حل می کنیم.(
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 فصل سوم: ترکیبیات

 پرسش های چهار گزینه ای

 باشد؟ 16وجود دارد که مجموع ارقامشان برابر با  444چند عدد طبیعی کوچک تر یا مساوی با  .1

1 )10                        2 )30                          3 )33                 6 )13 

 

 

 

 

 

 شود؟ 11وجود دارد که مجموع ارقامشان  1۷چند عدد دو رقمی در مبنای  .2

1 )30                        2 )1                            3 )3                  6 )9 

 

 

 

 

 

x3 تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادلة .3 + x2 + x1 = xi کدام است به طوری که 3 ≤  باشد؟ 2

(i = 3,2,1) 

1 )3                        2 )9                            3 )4                     6 )33 
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x تعداد جواب های صحیح و نامنفی .6 + y + z = 2 کدام است به طوری که 3 ≤ x ≤ 3و 1 ≤ y ≤ 1 

zو ≥  باشد؟ 3

1 )2                       2 )1                            3 )4                       6 )1 

 

 

 

 

x3 معادلة .0 + x2 + x1 = 3 چند جواب صحیح و نامنفی دارد به طوری که 33 ≤ xi ≤  باشد؟ 1

(i = 3,2,1) 

1 )12                     2 )11                          3 )13                6 )13 

 

 

 

 

3 مربع درون و روی .4 × مقابل چند نقطه با مختصات صحیح وجود دارد به طوری که مجموع طول و عرض  3

 باشد؟ 11آن برابر 

1 )1                       2 )3                            3 )3                       6 )4 

 

 

 

 

تشکیل شود. چند نقطه با  𝐀𝐁𝐂ث را به هم وصل می کنیم تا مثل C(0,0,3)و  A(0,3,0) ،B(3,0,0) سه نقطة .۰

 مختصات صحیح درون این مثلث قرار دارد؟

1 )14                      2 )23                          3 )33                     6 )33 
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 فصل سوم: ترکیبیات

x   معادلة .4 + y + z = x  چند جواب صحیح و مثبت دارد به طوری که3 < 3، y < z و1 ≤  باشند؟   3

1 )3                       2 )3                            3 )4                        6 )1 

 

 

 

 

x   معادلة .4 + y + z = x  چند جواب صحیح و نامنفی دارد به طوری که32 ≤ zو 3 ≤  باشد؟   3

1 )10                    2 )13                          3 )23                       6 )23 

 

 

 

 

x   معادلة .1۷ + y + z =  چند جواب دارد؟ {3,2,1,3,3}  در مجموعة30

1 )14                    2 )23                          3 )23                    6 )33 

 

 

 

 

x3 نامعادلة .11
1 + x2 + x1 ≤ 2 چند جواب صحیح دارد به طوری که 20 ≤ xi ≤ i)باشد؟ 3 = 3,2,1) 

1 )9                     2) 30                           3 )32                   6 )4 
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اتاق متمایز اسکان داد به طوری که در هر اتاق حداقل یک نفر قرار  3نفر را در  6به چند طریق می توان  .12

 گیرد؟

1 )33                   2 )20                          3 )14                          6 )23 

 

 

 

 

 حداقل یک بار قرار داشته باشد؟ 0و  ۷چند عدد سه رقمی وجود دارد که در هر یک از آن ها رقم های  .13

1 )13                     2 )32                          3 )33                     6 )40 

 

 

 

1 )13                    2 )11                          3 )14                      6 )11 

 

 

 

 

,23}در مجموعه .10 24 ,21, …  بخشپذیرند؟ 0یا  2چند عدد بر اعداد  {30,

1 )33                   2 )34                          3 )39                    6 )23 

 

 

 

 

 فصل سوم: ترکیبیات

 

,3,2,1} چند عدد بر اعداد 2 یا 3 بخشپذیرند؟  … 16. در مجموعه {30,
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 فصل سوم: ترکیبیات

,3,2,1} در مجموعه .14 …  بخشپذیر نیستند؟ ۰و  3چند عدد بر اعداد  {200,

1 )313                 2 )33                          3 )333                  6 )43 

 

 

 

 

 

 ظاهر می شوند؟ )تکرار مجاز است( 6و  3هر دو رقم  3,3,1,2,3 در چند عدد سه رقمی با ارقام .1۰

1 )334                  2 )393                       3 )234                 6 )113 

 

 

 

 

 

 دقیقاً دو عدد از سه عدد فرد ظاهر می شوند؟ )تکرار مجاز است( 3,3,1,2,3 در چند عدد چهار رقمی با ارقام .14

1 )110                 2 )133                       3 )333                    6 )140 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 
322 

رسید به  Bبه  A  توان به سمت بالا یا به سمت راست حرکت کرد، به چند طریق می توان ازاگر فقط ب .14

 گذر نکرده باشیم؟ Dبگذریم ولی از نقطة  Cطوری که از 

1 )332                  

2 )302                        

3 )333                      

6 )303 

B

A 

D

C

 

 

 

 

 

 در جای اصلی خود قرار ندارد؟ Aو  Mو  Nهیچ کدام از حروف  NIMAدر چند جایگشت از حروف کلمة  .2۷

1 )32                     2 )33                          3 )9                         6 )33 

 

 

 

 

ود قرار در جای اصلی خ Dو HوM حداقل یکی از حروف MEHDI در چند جایگشت از حروف کلمة  .21

 دارد؟

1 )42                     2 )43                           3 )33                       6 )34 
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 فصل سوم: ترکیبیات

,3 با ارقام .22 … چند عدد هشت رقمی بدون تکرار ارقام می توان نوشت به طوری که حداقل دو تا از  1,2,3,

 (123۰6404دد )مانند ع در آن وجود داشته باشند؟  4۰و  604و  123اعداد 

1 )223                   2 )230                        3 )232                     6 )243 

 

 

 

 

پاکت قرار داد به طوری که در دو پاکت اول  3کارت با رنگ های مختلف را در  0به چند طریق می توان  .23

 حداقل یک کارت قرار بگیرد؟

1 )314                   2 )313                        3 )310                    6 )330 

 

 

 

 

,3,2,1} در مجموعة .26 …  بخش پذیر باشند؟ ۰یا بر  0یا بر 2چند عدد وجود دارد که بر{300,

1 )44                     2 )41                          3 )43                      6 )43 

 

 

 

,23,22,21} در مجموعة .20 …  بخش پذیرند؟ ۰و نه بر  0و نه بر  3چند عدد وجود دارد که نه بر  {300,

1 )33                     2 )14                          3 )34                        6 )13 
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 6تا  1را به تصادف در چهار جای خالی که به ترتیب از چپ به راست با شماره های  6،3،2،1چهار عدد  .24

در جایگاه  6،3،2ه گذاری شده اند قرار می دهیم. به چند طریق امکان دارد حداقل یکی از اعداد شمار

 هم شمارۀ خودش قرار گرفته باشد؟

1 )33                     2 )33                          3 )9                         6 )31 

 

 

 

 

 

,3,2,1} در مجموعة .2۰ … بخش پذیر نمی  0یا  3بخش پذیرند ولی بر  2د که بر چند عدد وجود دار {13,

 باشند؟

1 )33                   2 )23                         3 )23                        6 )10 

 

 

 

 

 

پاکت مختلف قرار داد به طوری  3کارت با رنگ های قرمز، آبی، سبز و زرد را در  6به چند طریق می توان  .24

 ی خالی نماند؟که هیچ پاکت

1 )14                    2 )33                         3 )13                       6 )34 

 

 

 

 

 

 فصل سوم: ترکیبیات
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 فصل سوم: ترکیبیات

,3,2} در مجموعة .24 …  بخش پذیر نباشد؟ 4بخش پذیر باشند ولی بر  ۰چند عدد وجود دارد که بر  {330,

1 )34                    2 )33                          3 )39                       6 )31 

 

 

 

 

,200,203,202} در مجموعة .3۷ …  بخش پذیر باشند؟ 0یا  4چند عدد وجود دارد که بر  {100,

1 )349                   2 )341                        3 )339                     6 )333 

 

 

 

 

 بخش پذیر باشد؟ 4و نه بر  0دارد که نه بر چند عدد وجود  2۷2در مجموعة اعداد طبیعی کوچک تر از  .31

1 )331                   2 )332                        3 )333                  6 )333 

 

 

 

 

چهار نفر هنگام ورود به یک خانه کلاه های خود را آویزان می کنند و هر یک هنگام خروج یکی از کلاه ها  .32

 نفر اول حداقل یک نفر کلاه خود را بردارد؟ 3چند طریق امکان دارد که از بین را به تصادف بر می دارند. به 

1 )30                     2 )32                          3 )9                   6 )33 
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چهار نفر که هر کدام دارای یک کلاه می باشند به چند طریق می توانند کلاه های خود را با هم عوض  .33

 نفر اول هیچ کدام کلاه خود را در اختیار نداشته باشد؟ 3د به طوری که از بین این کنن

1 )30                     2 )33                          3 )9                    6 )33 

 

 

 

 

,3,2} چند عدد در مجموعة .36 …  اول نباشد؟ 34وجود دارد که نسبت به  {92,

1 )11                     2 )29                          3 )13                      6 )13 

 

 

 

 

,33} چند عدد در مجموعة .30 39, 20, …  اول هستند؟ 1۷0وجود دارد که نسبت به  {391,

1 )12                     2 )43                          3 )334                     6 )303 

 

 

 

 

را می خوانند. اگر  Cنفر مجلة  0۷و  Bنفر مجلة  A ،0۷نفر مجله  4۷دانش اموز،  1۷۷از  در یک نظرخواهی .34

نفر هر سه مجله را  1۷و  C و Aنفر مجله های  6۷و  Cو B نفر مجله های  2۷و   Bو  Aنفر مجله های  3۷

 بخوانند، چند نفر فقط یک مجله را می خوانند؟

1 )3                      2 )30                           3 )33                     6 )20 
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رسید به  Bبه  Aاگر فقط بتوان به سمت بالا یا به سمت راست حرکت کرد به چند طریق می توان از  .3۰

 گذر نکنیم؟ D و Cطوری که از 

1 )334                   

2 )324                         

3 )314                     

6 )334 

B

D

C

A 

 

 

 

 

 

تا  1و سه گوی زرد با شماره های  3تا  1، سه گوی آبی با شماره های 3تا  1سه گوی قرمز با شماره های  .34

گوی انتخاب کرد به طوری که هم گوی قرمز و هم گوی آبی در  3موجود است. به چند طریق می توان  3

 بین این سه گوی موجود باشد؟

1 )33                    2 )33                          3 )32                    6 )33 

 

 

 

 

,𝐝به چند طریق می توان بین چهار روستای  .34 𝐜, 𝐛, 𝐚  جاده کشید به طوری که دقیقاً یکی از روستاها تنها

 باشد )به هیچ روستایی وصل نباشد(؟

1 )23                    2 )32                         3 )34                   6 )20 
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قرار داد به  0تا  1را درون پنج جعبة به شماره های  0تا  1به چند طریق می توان پنج گوی به شماره های  .6۷

 طوری که دقیقاً دوتا از گوی های درون جعبة هم شماره خود قرار گیرد؟

1 )20                     2 )10                          3 )30                   6 )30 

 

 

 

 

 

رسید به طوری  Bبه  Aاگر فقط بتوان به سمت بالا یا به سمت راست حرکت کرد به چند طریق می توان از  .61

 عبور نکنیم؟ EFو  CDکه از مسیرهای 

1 )320                   

2 )323                         

3 )313                  

6 )310 

B

A 

F

D

E

C

 

 

𝐀عضو و مجموعة  1۰و  21و  20به ترتیب دارای  Cو  Bو  Aاگر مجموعه های  .62 ∩ 𝐁 ∩ 𝐂  عضو  12دارای

𝐀)باشد در این صورت مجموعة  ∪ 𝐁 ∪ 𝐂) − (𝐀 ∩ 𝐁 ∩ 𝐂) حداقل دارای چند عضو است؟ 

1 )23                    2 )21                          3 )10                   6 )14 
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رسید به  Bبه  Aاگر بتوان فقط به سمت بالا یا به سمت راست حرکت کرد به چند طریق می توان از  .63

 عبور کنیم؟ EFو  CDطوری که حداقل از یکی از مسیرهای 

1 )234                    

2 )214                        

3 )294                     

6 )244 

B

A 

F

D

E

C

 

 

 شود؟ 1۷تاسی را سه بار پرتاب می کنیم. به چند طریق امکان دارد مجموع اعداد روشده برابر .66

1 )13                    2 )12                           3 )33                     6 )94 

 

 

 

 3باشد به طوری که یکی از ارقام آن عدد  2۷ن برابرچند عدد چهار رقمی وجود دارد که مجموع ارقام آ .60

 باشد؟

1 )331                    2 )223                     3 )234                   6 )241 
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قرار داد به طوری  4تا  1جعبه با شماره های  4را در  4تا  1گوی با شماره های  4به چند طریق می توان  .64

 ن ها در جعبة هم شمارۀ خود قرار گیرد؟تا از آ 3که دقیقاً 

1 )20                      2 )30                       3 )40                       6 )10 

 

 

 

 

 باشد؟ 16چند عدد سه رقمی وجود دارد که مجموع ارقام آن برابر  .6۰

1 )10                     2 )43                     3 )43                        6 )12 

 

 

 

تا از این گوی ها  3را حک کرده ایم. به چند طریق می توان  1۷تا  1گوی داریم که بر روی آن ها ارقام  1۷ .64

و  2و  1حداقل یکی و هم چنین از بین گوی های  4و  4و  3را انتخاب کرد به طوری که از بین گوی های 

 نیز حداقل یکی انتخاب شود؟ 6

1 )33                    2 )33                       3 )33                       6 )43 

 

 

 

 

 می توان نوشت؟ Bبه  Aعضو باشد، چند تابع پوشا از  2دارای  Bعضو و مجموعة  0دارای  Aاگر مجموعة  .64

1 )23                    2 )29                      3 )13                        6 )10 
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1 )331                 2 )333                      3 )333                      6 )334 

 

 

 

 

 می توان نوشت؟ {3,2,1} به مجموعة {3,2,1,3,3} چند تابع پوشا از مجموعة .01

1 )340                 2 )331                     3 )330                       6 )331 

 

 

 

 

 ۰نفر تقسیم کرد به طوری که به هر نفر حداکثر  3خودکار یکسان را بین  11به چند طریق می توان  .02

 خودکار برسد؟

1 )33                   2 )33                     3 )33                         6 )32 

 

 

 

 

 دقیقاً دو تا از حروف در جای اصلی خود قرار دارند؟ NAVIDدر چند جایگشت از حروف کلمة  .03

1 )10                  2 )30                        3 )20                        6 )30 

 

 

 

303x جواب دارد؟  + ay = ,3,2} معادلة 3 . . . 0۷. به ازای چند عدد a از مجموعة {230,
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A چند تابع پوشا و چند تابع یک به یک از مجموعة .06 = B به مجموعة {3,2,1,3} = می توان   {3,2,1,3}

 نوشت؟

1 )23-32           2 )23-23                   3 )32-23                 6 )32-32 

 

 

 

 

A چند تابع یک به یک از مجموعة .00 = B به مجموعة {3,2,1} =  می توان نوشت؟ {3,2,1,3,3,4}

1 )330               2 )40                       3 )230                       6 )320 

 

 

 

 

یک نفر توزیع کرد به شرط آن که هیچ کس بیشتر از  ۰سکة مختلف را بین  6به چند طریق می توان  .04

 سکه نداشته باشد؟

1 )430                2 )120                     3 )230                    6 )330 

 

 

 

 

نفر توزیع کرد به طوری  4هم را بین کتاب ریاضی، فیزیک و شیمی سال دوازد 3به چند طریق می توان  .0۰

 که هیچ کس بیشتر از یک کتاب نداشته باشد؟

1 )114                2 )3003                    3 )2034                    6 )4120 

 

 فصل سوم: ترکیبیات
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 فصل سوم: ترکیبیات

نفر توزیع کرد به طوری که به هر نفر حداقل یک  3خودکار مختلف را بین  0به چند طریق می توان  .04

 رسد؟خودکار ب

1 )330                   2 )320                      3 )90                   6 )330 

 

 

 

A چند تابع از مجموعة .04 = B به مجموعة {3,2,1,3} = می توان نوشت به طوری که در هر یک  {3,2,1}

 عضوی از برد تابع باشند؟ 2و  3از آن ها هر دو عضو 

1 )33                    2 )33                         3 )30                       6 )32 

 

 

 

 

A چند تابع از مجموعة .4۷ = B به مجموعة {3,2,1,3} =  می توان نوشت به طوری که پوشا نباشد؟ {3,3,9}

1 )33                   2 )33                        3 )14                        6 )13 

 

 

 

 

A ةچند تابع پوشا از مجموع .41 = B به مجموعة {3,2,1,3} = می توان نوشت به طوری که فقط  {3,2,1,3}

 یک عضو به عضو هم شمارۀ خود متناظر شود؟

1 )32                  2 )3                          3 )34                        6 )3 
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A چند تابع از مجموعة .42 = B به مجموعة {3,2,1,3,3} = نوشت که هم پوشا و هم  می توان {3,2,1,3,3}

 یک به یک باشد و فقط سه عضو به عضو هم شمارۀ خود متناظر شود؟

1 )30                2 )10                          3 )20                    6 )30 

 

 

 

 

 نفره، حداقل چند نفر دارای روز تولد یکسان در هفته هستند؟ 63در یک کلاس  .43

1 )1                  2 )4                           3 )3                          6 )9 

 

 

 

 

 یکسان است؟ 13عدد را به تصادف انتخاب می کنیم. حداقل باقی ماندۀ چند تا از آن ها بر  1۰۷ .46

1 )32                   2 )31                          3 )33                      6 )33 

 

 

 

 

 0۷نک با توجه به تجربة شخصی خود می داند که در ساعت شلوغی حداکثر مدیر یک با .40

مشتری به آن بانک مراجعه می کند. این مدیر حداقل چند کارمند پشت باجه قرار دهد تا 

 نفر نمی شود؟ 4مطمئن باشد، صف هر باجه بیشتر از 

1 )3                     2 )9                             3 )30                    6 )33 
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نفر از آن ها در یک ماه از سال و در  3دست کم چند نفر در اختیار داشته باشیم تا مطمئن شویم حداقل  .44

 یک روز از هفته متولد شده اند؟

1 )313                2 )343                          3 )310                   6 )349 

 

 

 

 

 اقل چند نفر دارای ماه تولد یکسان هستند؟نفره حد 42در یک کلاس  .4۰

1 )4                     2 )1                             3 )3                     6 )9 

 

 

 

 

 گروه دسته بندی می کنیم. کدام گزینه درست است؟ 4تیم ورزشی را در  30 .44

 تیم است.          1حداقل یکی از گروه ها دارای ( 1

 تیم است. 4کی از گروه ها دارای حداقل ی( 2

 تیم است.    4حداقل یکی از گروه ها دارای لااقل ( 3

 

عضو باشند در این صورت  2۷0یا  02ها دارای  است. اگر زیرمجموعه زیرمجموعه ۰36مجموعه ای دارای  .44

 با تعداد عضوهای برابر است؟ هاین مجموعه حداقل دارای چند زیرمجموع

1 )3                    2 )1                              3 )3                       6 )4 

 

6( حداقل یکی از گروه ها دارای لااقل 1 تیم است. 
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چقدر باشد تا مطمئن شویم دست  pاست حداقل مقدار  0، ماکسیمم درجه pدر یک گراف ساده از مرتبة  .۰۷

 رأس هم درجه داریم؟ 3کم 

1 )33                 2 )32                          3 )31                     6 )33 

 

 

 

 

نفر با رنگ پوست های سفید، سیاه، زرد و سرخ زندگی می کنند. حداقل چند نفر از آن  0۰1در یک شهرک  .۰1

 ها دارای رنگ پوست مشابه می باشند؟

1 )332                 2 )331                          3 )333                6 )333 

 

 

 

 3مهاجم با حداکثر چند لیگ برتری می توانند قرارداد ببندند به طوری که حداقل یکی از تیم ها با  24 .۰2

 مهاجم قرارداد بسته باشد؟

1 )31                  2 )33                           3 )33                      6 )34 

 

 

 

 

سه یک ویترین می توان جا داد به طوری که حداقل در یکی از قفسه ها کتاب را در حداکثر چند قف 3۰ .۰3

 کتاب وجود داشته باشد؟ 0

1 )1                   2 )3                             3 )9                            6 )30 

 

 فصل سوم: ترکیبیات
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 فصل سوم: ترکیبیات

ا در یک ماه به تای آن ه 6دست کم چند نفر در یک کلاس حضور داشته باشند تا مطمئن شویم حداقل  .۰6

 دنیا آمده اند؟

1 )11                2 )13                            3 )33                          6 )39 

 

 

 

تعداد زیادی کتاب ریاضی و فیزیک پایة یازدهم و دوازدهم دبیرستان در یک کتاب خانه موجود است.  .۰0

 کتاب داریم؟ 11وع کتاب )از نظر درس و پایه( حداقل حداقل چند کتاب برداریم تا مطمئن شویم از یک ن

1 )23                2 )22                          3 )33                           6 )32 

 

 

 

 3کبوتر را حداکثر در چند لانه می توان جا داد به شرط آن که حداقل در یکی از لانه ها دست کم  20 .۰4

 کبوتر وجود داشته باشد؟

1 )30                 2 )31                          3 )33                          6 )33 

 

 

 

 

 بخش پذیر است؟ ۰و  0عدد بر  2حداقل چند عدد طبیعی انتخاب کنیم تا مطمئن شویم تفاضل حداقل  .۰۰

1 )13                       2 )13                       3 )14                        6 )12 
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 هستند؟ 1۷در کدام مجموعه حداقل دو عضو دارای باقی ماندۀ یکسان در تقسیم بر عدد  .۰4

1 ){a30, a30 + 3, a30 + 2, … , a30 + 9}       

2 ) {a − 9, a − 3, … , a}                                             

3 ){a + b, a + b + 33, … , a + b + 99}         

6 ){a , a + 3, a + 2, … , a + 30} 

 

 

 

 

نفر متولد نشده  3حداکثر چند نفر می توانیم داشته باشیم به طوری که در هیچ روزی از هفته بیش از  .۰4

 باشند؟

1 )33                      2 )23                          3 )34                  6 )22 

 

 

 

 

 

نفری وجود ندارد که در یک  0در یک همایش حداکثر چند نفر حضور داشته باشند تا مطمئن شویم هیچ  .4۷

 روز از هفته و یک ماه سال متولد شده باشند؟

1 )114                     2 )111                        3 )320                  6 )323 
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 کارت داشته باشیم؟ 4کارت حداکثر دارای چند رنگ مختلف باشند تا از یکی از رنگ ها حداقل  60 .41

1 )1                        2 )3                            3 )9                      6 )4 

 

 

 

 

 

 

نفر از آن ها در یک روز هفته متولد  6حداقل با چند نفر در یک خیابان مصاحبه کنیم تا مطمئن شویم  .42

 شده اند؟

1 )12                      2 )11                   3 )22                           6 )23 

 

 

 

 

 

 کبوتر قرار داشته باشند؟ 2کبوتر در حداکثر چند لانه قرار بگیرند تا حداقل در یک لانه بیش از  40 .43

1 )13                       2 )12                          3 )11                      6 )13 
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ت تا مطمئن شویم در آن مدرسه حداقل چقدر اس nدانش آموز است. حداقل مقدار n مدرسه ای دارای  .46

دو دانش آموز وجود دارند به طوری که هم حرف اول اسم آن ها و هم حرف اول نام خانوادگی آن ها 

 یکسان باشد؟

1 )3023                    2 )991                     3 )3043              6 )942 

 

 

 

 

 

نفر از آن ها دو  3شته باشند تا مطمئن شویم حداقل حداقل چند نفر در یک سالن همایش حضور دا .40

 حرف اول و دوم فامیلیشان غیرتکراری و مثل هم است؟

1 )3921                2 )3941                    3 )3933                  6 )2039 

 

 

 

 

 

اقل چند مهره باید مهرۀ آبی وجود دارد. حد 3مهرۀ قرمز و  2مهرۀ سفید،  3مهرۀ سیاه،  6در یک جعبه  .44

 از جعبه خارج کنیم تا مطمئن شویم که حداقل سه نوع رنگ متمایز در مهره های انتخابی وجود دارد؟

1 )4                         2 )3                         3 )9                       6 )1 
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 فصل سوم: ترکیبیات

مهره قرار گیرد، در این صورت  0کثر جعبه چنان پخش کنیم که در هر جعبه حدا nمهره را در  32اگر  .4۰

 کدام است؟ nحداقل مقدار 

1 )9                        2 )3                          3 )1                            6 )4 

 

 

 

 

در یک کلاس حداقل چند دانش آموز باید حضور داشته باشند تا دست کم اسامی چهار نفر از آن ها با  .44

 ان آغاز شود؟حرف اول یکس

1 )91                       2 )329                  3 )93                 6 )310 

 

 

 

 

 

انتخاب کنیم تا مطمئن شویم حداقل یکی بر دیگری  {2,1,3,3,4,3,30,32} حداقل چند عضو از مجموعة .44

 بخش پذیر است؟

1 )4                        2 )1                          3 )3                    6 )3 
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نفر روبه روی هم  2حداقل چند نفر را روی صندلی های شکل مقابل بنشانیم تا مطمئن شویم حداقل  .4۷

 نشسته اند؟

1 )1                          

2 )3                             

3 )9                          

6 )30 

 

مهرۀ آبی وجود دارد. حداقل چند مهره از این جعبه بیرون  ۰مهرۀ سیاه و  3مهرۀ قرمز،  6در جعبه ای  .41

 مهرۀ همرنگ از این جعبه خارج کرده ایم؟ 4آوریم تا مطمئن شویم حداقل 

 

 

 

 

تا از آن با هم  4یقی انتخاب کنیم تا مطمئن شویم جز صحیح حداقل حداقل چند عدد حق (0,4) از بازۀ .42

 برابر است؟

1 )33                       2 )31                    3 )33                          6 )30 

 

 

 

 

 انتخاب می کنیم. جز صحیح حداقل چند تا از آن ها باهم برابرند؟ (0,4) عدد حقیقی از بازۀ 60 .43

1 )1                         2 )3                      3 )9                            6 )30 

 

 فصل سوم: ترکیبیات

1 )33                 2 )32                          3 )31                     6 )33 
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 فصل سوم: ترکیبیات

2 نقطه درون یک مستطیل 61 .46 × نقطه وجود دارد که فاصلة آن ها از هم بیشتر  2قرار دارند. حداقل  3

 از .................. نمی باشد.

1 )3                        2 )3

2
                      1)√2

2
                            6 )√2 

 

 

 

 

 

، دست کم چند نقطه قرار دهیم تا مطمئن شویم فاصلة حداقل دو 4در مثلث متساوی الاضلاع به ضلع  .40

 تا از آن ها بیشتر از
3

2
 نیست؟  

1 )43                       2 )331                    3 )329                      6 )231 

 

 

 

 

 

نقطه وجود دارد که فاصلة آن  2قرار دارند. حداقل  20نقطه درون مثلث متساوی الاضلاعی به ضلع  24 .44

 ها از هم بیشتر از ................ نمی باشد.

1 )3√2                        2 )3                   1)
3√2

2
                     6 )30 
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,3,2} عضوی از nزیر مجموعة  Sمجموعة  .4۰ … چند باشد تا مطمئن شویم  nاست. حداقل مقدار  {23,

 دارای مجموع اعضای برابر می باشند؟ Sزیرمجموعة متمایز از  2حداقل 

1 )3                        2 )4                            3 )1                    6 )3 

 

 

 

 

تا از آن ها فاصله  2قرار گرفته باشند تا مطمئن شویم حداقل  2ره به شعاع حداقل چند نقطه روی یک دای .44

 دارند؟ 2ای کمتر از 

 

 

 

 

,3,2} حداقل چند عضو از مجموعة .44 …  ۰اقل دو تا از آن ها انتخاب کنیم تا مطمئن شویم تفاضل حد {20,

 است؟

1 )33                      2 )32                      3 )31                          6 )33 

 

 

 

تا از آن  2انتخاب کنیم تا مطمئن شویم حاصل ضرب  {3,2,1,3,3,9,32,34} حداقل چند عدد از مجموعة .1۷۷

 ها مربع کامل است؟

1 )4                        2 )1                      3 )3                            6 )3 

 

 فصل سوم: ترکیبیات

1 )1                          

2 )3                             

3 )9                          

6 )30 
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,𝐚}از مجموعة  fچند تابع پوشا مانند  .1۷1 𝐛, 𝐜, 𝐝} وجود دارد به طوری که {3,2,1} به مجموعة f(a) = 3 

 باشد؟

1 )33                        2 )32                  3 )33                         6 )31 

 

 

 

 

دانشجوی کارشناسی ارشد همان پروژه را در چهار  2شجوی کارشناسی، پروژه ای را در دو سال، دان 0 .1۷2

دانشجوی دکتری همان پروژه را در یک سال انجام می دهند. اگر یک دانشجوی دکتری و یک  3سال و 

دانشجوی کارشناسی ارشد در این پروژه حضور داشته باشند، حداقل چند دانشجوی کارشناسی لازم 

 است تا پروژه در حداکثر یک سال به اتمام برسد؟

1 )3                        2 )3                    3 )4                              6 )1 

 

 

 

 

 

 نوشت به طوری که هر عدد حداقل یک بار ظاهر شود؟ ۰، 0، 3چند عدد شش رقمی می توان با اعداد  .1۷3

1 )210                   2 )120                   3 )330                          6 )140 
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تا از آن ها  2قرار گرفته باشند تا مطمئن شویم حداقل  2حداقل چند نقطه روی یک دایره به شعاع  .1۷6

 دارند؟ 2√2 فاصله ای کمتر از

1 )1                        2 )4                    3 )3                             6 )3 

 

 

 

 

  کبوتر در حداکثر چند لانه قرار بگیرند تا حداقل در یک لانه بیش از دو کبوتر قرار داشته باشد؟ 40 .1۷0

 (88)سراسری ریاضی       

1 )13                      2 )12                  3 )11                            6 )13 

 

 

 

 

 (88)آزاد ریاضی    اول باشند؟ 4۷و  ۰0وجود دارد که نسبت به  3۷1چند عدد صحیح مثبت کوچک تر از  .1۷4

1 )340                     2 )30                  3 )30                            6 )330 

 

 

 

وز هفته متولد شده اند کمترین تعدادی افرادی که حداقل دو نفر از آن ها در یک ماه از سال و در یک ر .1۷۰

 (88)سراسری ریاضی          کدام است؟

1 )13                        2 )13                    3 )33                           6 )33 
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 (88)سراسری ریاضی             ؟4تقسیم پذیر باشند و نه بر  0چند عدد سه رقمی وجود دارد که نه بر  .1۷4

1 )330                      2 )310                   3 )400                    6 )410 

 

 

 

 

نفر در هر دو  23نفر در کلاس عربی و  31نفر در کلاس ادبیات و  30دانش آموز یک دبیرستان  01از  .1۷4

 (88)سراسری ریاضی   شرکت کرده اند. چند نفر از آن ها در هیچ یک از دو کلاس شرکت ننموده اند؟

1 )3                        2 )4                    3 )1                            6 )3 

 

 

 

 

,3,2,1} از مجموعة aبه ازای چند مقدار  .11۷ … ax معادلة سیالة {30, + 33y =  دارای جواب است؟ 1

 (88)آزاد ریاضی     

1 )22                      2 )23                  3 )33                          6 )21 

 

 

 

 

 (88)سراسری ریاضی نفری، دست کم چند نفر دارای ماه تولد یکسان هستند؟ 06کلاس در یک  .111

1 )1                        2 )3                     3 )3                            6 )4 
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A چند تابع پوشا از .112 = B به {3,2,1,3,3} =  (88)آزاد ریاضی     می توان نوشت؟ {3,2}

1 )23                      2 )21                     3 )13                          6 )10 

 

 

 

 

A چند تابع پوشا از .113 = {a, b, c}  به B =  (88)آزاد ریاضی     وجود دارد؟ {3,2,1}

 صفر( 6                          4( 3                     21( 2                      9( 1

 

 

 

 

x3 معادلة .116 + x2 + x1 + x3 + x3 = 1چند جواب صحیح غیرمنفی با شرط  33 ≤ x3, x2, x1 ≤ 3 

 (89)آزاد ریاضی             دارد؟

 1 )33                      2 )31                 3 )32                          6 )30 

 

 

 

 

مدرسه اند. انتخاب شونده باید رأی بیشتری  نفر نامزد انتخاب مشاوره با امور ۰نفری،  6۷در یک کلاس  .110

 (88)سراسری ریاضی          از سایرین داشته باشد، حداقل رأی انتخاب شونده کدام است؟

1 )3                       2 )4                       3 )1                          6 )3 
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339 

 فصل سوم: ترکیبیات

، تعداد 14بر عدد  Sاشد در تقسیم هر یک از اعضای عضوی از اعداد طبیعی ب 0۷زیرمجموعه ای  Sاگر  .114

 (88ریاضی  جراخ)              عضوهای باقی مانده چگونه است؟

 عضو         1دست کم ( 2  عضو      1درست ( 1

 عضو 3دست کم ( 6 عضو              3کمتر از ( 3

 

 

 

 

,2,1,3} حداقل چند عدد از مجموعة .11۰ … م لااقل دو عدد آن ها مقسوم انتخاب کنیم تا مطمئن شوی {10,

 (85)سراسری ریاضی             دارند؟ 1علیه مشترک غیر 

1 )9                      2 )30                        3 )33                          6 )32 

 

 

 

 

خاب حداقل چند دوتایی مرتب از اعداد صحیح انتخاب کنیم. تا به طور قطع لااقل در دو جفت انت .114

,𝐚)شده 𝐛) و(𝐜, 𝐝)  حاصل هر دو عدد𝐚 + 𝐜  و𝐛 + 𝐝 (85)خارج ریاضی     زوج باشند؟ 

1 )1                      2 )3                           3 )3                            6 )4 
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باقی ماندۀ  حداقل چند عضو12بر Sعضو از اعداد طبیعی است. در تقسیم عضوهای  0۷دارای  Sمجموعة  .114

 (59)سراسری ریاضی                   یکسان دارند؟

1 )1                      2 )3                           3 )3                            6 )4 

 

 

 

 (59)سراسری ریاضی    اول باشند، کدام است؟ 1۷0تعداد اعداد طبیعی دو رقمی که نسبت به  .12۷

1 )19                     2 )30                  3 )33                          6 )32 

 

 

 

 

 (59)آزاد ریاضی      اول باشند؟ 0و  3، 2وجود دارد که نسبت به اعداد  24۷چند عدد طبیعی کوچک تر از  .121

1 )11                    2 )13                    3 )14                           6 )13 

 

 

 

 

گوی زرد موجود است. حداقل چند گوی خارج  4گوی آبی و  ۰گوی سفید،  0گوی قرمز،  3عبه ای در ج .122

 (59)خارج ریاضی     گوی خارج شده همرنگ باشند؟ 4کنیم تا مطمئن باشیم دست کم 

1 )31                    2 )33                  3 )39                            6 )20 
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S مجموعة چند عضو از .123 = {n ∈ ℕ: 330 < n <  (58)خارج ریاضی  ؟11تقسیم پذیرند و نه بر  1 نه بر  {300

1 )213                  2 )212                  3 )211                         6 )213 

 

 

 

 

,213]، با شرط231چند عدد طبیعی کوچک تر از  .126 a] = 213a  (58)خارج ریاضی         وجود دارد؟ 

1 )334                  2 )333                  3 )320                         6 )323 

 

 

 

,𝐚)حداقل چند زوج مرتب به صورت  .120 𝐛)  با مختص های اعداد صحیح و مثبت انتخاب کنیم، تا مطمئن

  شویم در دو زوج انتخابی، جمع مختص های اول و جمع مختص های دوم اعدادی زوج هستند؟

 (58اضی )سراسری ری

1 )1                      2 )3                      3 )3                            6 )4 

 

 

 

,3,2,1,3} عضوی از nهر زیرمجموعة  .124 … به طور یقین حداقل دو عضو دارد که مجموع آن دو عضو  {21,

 (58)خارج ریاضی             کدام است؟ nمی باشد. حداقل  26

1 )9                     2 )30                  3 )32                           6 )31 
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سبد متمایز جای داد به طوری که در هر سبد حداقل یک  6توپ یکسان را در  4به چند طریق می توان  .12۰

 (58)خارج ریاضی         توپ جای گیرد؟ 6توپ و حداکثر 

1 )13                      2 )14                   3 )30                            6 )34 

 

 

 

 

گوی یکسان نوشته و در یک کیسه قرار می دهیم. حداقل چند  3۷را بر روی  3۷تا  1هر یک از اعداد  .124

  داشته باشیم؟ 1گوی بیرون آوریم تا به طور یقین دست کم دو عدد با مقسوم علیه مشترک بزرگ تر از 

 (58)سراسری ریاضی        

1 )30                        2 )33                  3 )32                           6 )31 

 

 

 

 

 

 1۷تایی های مرتب با مختص های صحیح و غیرمنفی، به طوری که مجموع هر سه مختص برابر 3تعداد  .124

 (58)سراسری ریاضی            باشد کدام است؟ 4و هر مختص کمتر از 

1 )31                       2 )33                   3 )20                            6 )23 
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گوی یکسان قرار دارد که هر یک از اعداد دو رقمی بر روی آن ها نوشته شده است.  4۷در کیسه ای  .13۷

 11۷از دو گوی خارج شده برابر حداقل چند گوی از کیسه خارج کنیم، تا مطمئن شویم جمع دو عدد 

 (58)خارج ریاضی            باشد؟می

1 )33                     2 )34                 3 )31                            6 )33 

 

 

 

 

x3 تعداد جواب های صحیح و غیرمنفی، معادلة .131 + x2 + x1 = x3  با شرط، 33 ≥ x1و   3 ≤ کدام  3

 (58)خارج ریاضی            است؟

1 )22                     2 )23                 3 )23                            6 )23 

 

 

 

 

 

یقین حداقل به طور  2۰بر  Sعضوی از اعداد طبیعی باشد، در تقسیم عضوهای  110زیرمجموعه  Sاگر  .132

 (58)سراسری ریاضی                      چند عضو دارای یک باقی مانده هستند؟

1 )3                            2 )3                 3 )4                            6 )1 
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حداقل چند  است. یک زیرمجموعه 43و ختم به 3شروع  از  3اعداد طبیعی فرد و مضرب  Sمجموعة  .133

 (58)خارج ریاضی    می باشد؟ 44انتخاب شود تا مطمئن باشیم شامل دو عضو با مجموع  Sعضوی از 

1 )3                          2 )4                  3 )1                            6 )3 

 

 

 

 

x3 تعداد جواب های صحیح و مثبت معادلة .136 + x2 + x1 = 3 با شرط 30 ≤ xi ≤    ؟کدام است 3

 (58)خارج ریاضی 

1 )33                        2 )33                3 )20                         6 )23  

 

 

 

 

تاس همگن را حداقل چند بار پرتاب کنیم، تا به طور یقین سه بار یا بیشتر، نتیجه یکسان داشته یک  .130

 (59)سراسری ریاضی             باشیم؟

1 )32                        2 )31              3 )33                         6 )39 

 

 

 

وجود دارد. حداقل چند گوی از کیسه خارج  گوی سبز 3گوی قرمز و  6گوی سفید و  0در کیسه ای  .134

 (59)خارج ریاضی      گوی قرمز خارج شده است؟ 2گوی سفید یا بیش از  3کنیم تا مطمئن باشیم بیش از 

1 )3                          2 )9                3 )30                            6 )33 

 

 فصل سوم: ترکیبیات



 

 

333 

 فصل سوم: ترکیبیات

مهرۀ سبز موجود است. دست کم چند مهره از کیسه  3یاه و مهرۀ س 0مهرۀ سفید و  ۰در کیسه ای  .13۰

  مهرۀ سبز بیرون آمده است؟ 2مهرۀ سیاه یا  3مهرۀ سفید یا  6بیرون آوریم تا مطمئن باشیم، لااقل 

 (59)سراسری ریاضی      

1 )4                          2 )1                 3 )3                               6 )9 

 

 

 

 

ل چند  حداقمهرۀ زرد موجود است. 1رۀ آبی  و مه ۰مهرۀ قرمز و  3مهرۀ سفید و  0در کیسه ای  .134

    مهرۀ همرنگ یا بیشتر از کیسه خارج شده است؟ 3مهره از کیسه بیرون آوریم تا مطمئن باشیم 

 (59)خارج ریاضی                 

1 )4                           2 )1                  3 )3                             6 )9 

 

 

 

 

شاخة متمایز  4شاخه گل سفید، به چند طریق می توان  4شاخه گل زرد و  0شاخه گل قرمز و  6از بین  .134

 (59)خارج ریاضی           انتخاب کرد؟

1 )20                       2 )22                   3 )23                            6 )23 
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1 )340   2 )330   3 )230   6 )220 

 

 
 

 

 (58 یاضیر ی)سراسر   ت؟کدام اس ،یعضو 3مجموعة  کیبه  یعضو 4مجموعة  کیتوابع پوشا ، از  تعداد .161

1 )140   2 )330  3 )330   6 )330 

 

 

 

 

A اگر .162 = {3 , 2 , {3 , 2} , {3 , {3 , 2}} , Bو  {{2} = {{3} , {3 , های مجموعه ریتعداد ز ،باشند {{2

𝐀 ∩ 𝐁′ (58 یاضیر ی)سراسر        ، کدام است؟ 

1 )3   2 )3   3 )34   6 )12 

 

 

 

 

 
 (58 یاضیر ی)سراسر             کدام است؟ ،ریز نیمتعامد با مربع لات نیهای لاتمربع تعداد .163

1 )2 

2 )1 

3 )3 

6 )4 

 
2 3 1 

1 2 3 

3 1 2 

 

 

 
توپ داشته  کیکه هر نفر حداقل  یبه طور ،کرد عینفر توز 0 نیرا ب کسانیتوپ  11 توانمی قیبه چند طر .16۷

 (58 یاضیر ی)سراسر                باشد؟
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, 3} اعداد ةمجموع از .166 3 , 33 , … , 43 , 43 , مرتب شده  یعدد (دنباله)تصاعد  کیکه به صورت  {13

مجموعه  ریز نیلااقل دو عدد در ا میانتخاب شود تا مطمئن باش عضوی چند حداقلمجموعة ریز کیاست ، 

 (58 یاضیر ی)سراسر               باشد؟ 42 ،هاموجود است که جمع آن

1 )33   2 )32   3 )31   6 )33 

 

 

 

 

9 لیمستط کی درون .160 ×  نینقطه از ا 2لااقل فاصلة  میشود تا مطمئن باش اریحداقل چند نقطه اخت، 33

 (58 یاضیر خارج)        باشد؟ 2√1کمتر از  ،ینقاط انتخاب

1 )31   2 )33   3) 39   6 )20 

 

 

 

 

 ؟ کدام است ،را شامل شود 2رقم  کیو حداقل  0رقم  کیکه حداقل  یاعداد سه رقم تعداد .164

 (58 یاضیر خارج)  

1 )32   2 )33   3 )34   6 )33 
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شاخه  2که از هر نوع آن حداقل  یبه طور ،شاخه انتخاب کرد 10 ،نوع گل 6 نیاز ب توانمی قیچند طر به .16۰

 (58)خارج ریاضی           انتخاب شود؟

1 )303   2 )320   3 )323   6 )330 

 

 

 

 

𝐀مجموعة  ،مجموعه استریز 012 یدارا A ةمجموع .164 ∩ 𝐁 های مجموعهریتعداد ز .عضو است 3 یدارا

(𝐁⋃𝐀′)′ (58 یاضی)خارج ر         کدام است؟ 

1 )34   2 )12   3 )33   6 )43 

 

 

 

برنامة  توانمی قیبه چند طر متوالی،جلسة  3در  زیس متماکلا 3مدرس در  3 یروز هفته برا کی در .164

 (58 یاضی)خارج ر          کرد؟ نییتع ،ستدری

1 )4   2 )9   3 )32   6 )33 

 

 

 

جعبه  نیموجود است. حداقل چند کتاب از ا یاضیکتاب ر 1۷کتاب هنر و  2،  یکتاب ادب ۰ای جعبه در .10۷

 (55 یاضیر سراسری)          موضوع است؟هم، کتاب 6حداقل  میتا مطمئن باش میبردار

1 )30   2 )9   3 )3   6 )1 
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a) جملات در بسط عبارت تعداد .101 + b + c)32 ،(55 یاضیر سراسری)         کدام است؟ 

1 )12   2 )13   3 )33   6 )93 

 

 

 

 

, 3} یمتوال یعیاعداد طب ةچند عدد از مجموع حداقل .102 2 , 1 , … ,  نیب مین باشانتخاب شود تا مطمئ {10

 (55 یاضی)خارج ر  وجود دارد؟  ،کیتر از بزرگ مشترک هیعلها حداقل دو عدد با مقسومآن

1 )31   2 )32   3 )33   6 )30 

 

 

 

x معادلة یو نامنف حیصح یهاجواب تعداد .103 + y + z + t = x به شرط آنکه ،33 <  کدام است؟  ،باشد 3

 (55 یاضی)خارج ر       

1 )230   2 )220   3 )210   6 )230 

 

 

 

x3 ةمعادل یو نامنف حیصح یهاتعداد جواب .106 + x2 + x1 =
30

x3
 (8899 یاضیر ی)سراسر        کدام است؟ ،

1 )40   2 )12   3 )33   6 )94 
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, 𝐚)زوج مرتب  .دیریرا در نظر بگ ریز نیلات مربع .100 𝐛)، (8899 یاضیر ی)سراسر         کدام است؟  

1 )(3 , 1) 

2 )(3 , 3) 

3 )(2 , 3) 

6 )(3 , 3) 

  1 a  

 3 3 1  

1 3 3 2  

 2 3 3  
    b  

 

 

 

 

 

, 𝐚)زوج مرتب  .دیریرا در نظر بگ ریز نیلات مربع .104 𝐛)، ( 8899 یاضیر خارج)      کدام است؟ 

1 )(3 , 3) 

2 )(3 , 2) 

3 )(3 , 3) 

6 )(3 , 2) 

  1   

 3 3 1 b 
1 3 3 2  

 2 3 3  

a      

 

 

 

 

} دستگاه معادلات یعیطب یهاجواب دتعدا .10۰
x3 + x2 + x1 = 9

x3 + x3 = 1
 (8899 یاضیر خارج)     کدام است؟ 

1 )12   2 )314   3 )333   6 )343 
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 (8898 یاضیر یسراسر)            وجود دارد؟ 4با مجموع ارقام  4۷۷۷تر از کوچک یعیعدد طب چند .104

1 )333   2 )343   3 )343   6 )333 

 

 

 

 

, 3} از مجموعة رمجموعهیچند ز حداقل .104 2 , 1 , … , مجموعه با ریدو ز میانتخاب شود تا مطمئن شو {1

 (8898 یاضیر یسراسر)               ها وجود دارد؟در آن یاشتراک ته

1 )43   2 )43   3 )33   6 )34 

 

 

 

 

x3 ةمعادل یو نامنف حیصح یهاجواب تعداد .14۷ + √x2 + x1 + x3 =  (8898 یاضیر خارج)        کدام است؟ 3

1 )13   2 )10   3 )13   6 )33 

 

 

 

ماه تولد  ینفر دارا nحداقل  میای که مطمئن باشبه گونه nمقدار  نیشتری، ب ینفر 40کلاس  کی در .141

 (8898 یاضیر )خارج       کدام است؟ ،هستند کسانی

1 )4   2 )3   3 )1   6 )3 
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, 32} ةمجموع از یعضو nرمجموعة یز هر .142 31 , 33 , … , m}، 6۰ها حداقل دو عضو دارد که مجموع آن 

 (8898 یاضیر ی)سراسر                     کدام است؟ mمقدار  نیشتریبباشد،  2۷برابر  nاست. اگر حداقل مقدار 

1 )12   2 )14   3 )30   6 )32 

 

 

 

 

 

 

, 3} از اعداد مجموعة ییهاچند زوج مرتب با مؤلفه حداقل .143 2 , 1 , 3 , تا به طور قطع،  میانتخاب کن {3

 0مضرب  ،دوم یهااول و مجموع مؤلفه یهامؤلفه مجموعلااقل در دو جفت انتخاب شده، هر کدام از 

 (8898 یاضیر یسراسر)                 باشند؟

1 )31   2 )33   3 )23   6 )24 

 

 

 

 

 

, 𝐚)چند زوج مرتب  حداقل .146 𝐛) 3} د مجموعةهایی از اعدابا مؤلفه , 2 ,  میتا مطمئن شو میانتخاب کن {1

  هستند؟ 3ها مضرب دوم آن یهاهای اول و مجموع مؤلفهدو زوج مرتب وجود دارد که مجموع مؤلفه

 (8898 یاضیر خارج)      

1 )3   2 )4   3 )9   6 )30 
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